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TEMA I 
CAICUI.Q VECTORIAL 
Suponemos conocidas las propiedades fundamentales de los vectores 
sus elementos característicos, sus productos escalas, vectorial y 
mixto, su representación en sistemas ortogonales. Unicamente defi 
niremos aqui, como simple recordatorio, los tipos de vectores que 
mas frecuentemente nos encontraremos. 
1.1 Tipos de vectores» 
Vectores localizados? aquellos que se encuentran firmemente unidos 
9 
a un punto del espacio sin que puedan separarse de 61. Un vector 
de este tipo es el que representa, por ejemplo, al peso de un cuer-
po, que queda localizado en el centro de gravedad del mismo. 
? 
Vectores deslizantes; en estos, un punto de aplicación en lugar de 
estar solidario en un punto fijo, queda en libertad para ser cual-
quiera de la resta que los contiene. Unicamente queda pues fijo, 
su linea de acción. Ejemplo de este tipo de vectores es el que te-
nemos con el concepto de fuerza aplicada sobre un cuerpo, que pue-
da situarse sobre cualquier pu h to de la linea que le soporta,- que 
9 este naturalmente en el cuerpo en cuestión. 
Vectores libres? son aquellos que su punto de aplicación puede ser 
cualquiera de todo el espacio considerado. De este tipo son los 
ejes de los pares. 
131.2 CAKPOS E3C i-LÜ-RES Y VEOTORI a,17'3 
Se entieo.de por campo tod-j región de espacio en la que a cada pun-
to de la misma corresponde una -magnitud física. Est.. magnitud fisi-
F ' 9 I ca es pues función de punto y su variación se pondrá de manifiesto 
de acuerdo con la derivada de la misma, concepto que luego vere-
mos. 
El campo podra ser de dos tipos , de acuerdo con la magnitud físi-
ca que corresponde a cada punto. Por ello, podremos encontrarnos 
campos escalares y vectoriales. 
Campos escalares nos los encontramos,por ejemplo, cuando trabajamos 
con temperaturas. Con dar únicamente el valor de estas en cada pun-
to de la región que estemos considerando, queda determinido el campo 
no hace falta mas que un numero, esto es , un escalar. 
En cambio cuando que r ••nos estudiar un i corriente do ua fluido, no 
bastará con dar el valor modular cíe la velocidad de está en cada 
punto, sino que adema's sera necesario indicar su dirección y su 
sentido, esto es, un vector para cada punto.Este tipo de campo es 
clarament e un ca mpo vectorial. 
Para la representación de campos escolares se recurre a;los deno-
minados superficies equiescalares o isotiiaicas , esto es, al lugar 
geométrico de todos los puntos que poseed un valor de la magnitud 
escalar considerada igual. Naturalmente nunca se cortarán pues equi-
valdría a que un mismo punto tendría dos valores para la magnitud 
en cuestión, cosa que en fisica el 'sica es totalmente imposible. 
Esto, veremos luego, no se cumple en Mecanica Cuántica, donde si 
puede ocurrir» 
$ 
Con respecto alos campos vectoriales, su representación se realiza 
por lineas de flujo» Estas lineas se caracterizan porque en cada 
punto son tangentes al vector campo en el mismo. 
Tampoco podrán corearse ya que implicaría dos vectores campo para 
un mismo punto. Naturalmente el campo habr/ de ser continuo en la 
zoni donde vayamos a definir estas lineas de flujo, y excluiremos 
por tanto los puntos aislados o singulares y l.as lineas aisladas o 
singulares* Un ejemplo de esta exclusión lo tenemos en el caso del 
campo eléctrico creado por una carga, donde el punto ocupado por' 
la misma habrá de considerarse singular a efectos de tal represen-
F tacion. 
Una cuestión interesante que debemos señalar es la relativa a:, 
la relación entre campos y ejes de coordenadas. En un campo escalar-
nos encontramos la propiedad--Importantísima de que es invariante 
para cualquier traQTp,2x^ ;.ñx' n de coordenadas especiales que haga-
mos. El valor numérico del campo en un punto es el mismo expresense 
como se expresen sus coordenadas. En cambio, la expresión matemá-
tica de eíste campo,podrá variar al variar el sistema de referencia. 
Pero en la expresión matemática del campo total, no el valor del 
mismo en c^da punto, que es lo que le caracteriza. 
F 
En cambio, en un campo vectorial la cuestión es otra.la magnitud 
que estamos considerando viene determinada por un vector ,y la 
expresión del mismo variara según varien los ejes de coordenadas 
Podra ser el modulo el mismo en Un sistema y en otro? pero é'l tooV 
dliló solo es un .a de las características que le determinan. La di-• • - T •> reccion y él sentido, en general, habran variado* 
Veíaos ya de aqui, tina diferencia fundamental entre un tipo de cfu&p. 
y otro t la invariancia ante los cambios de ejes. Sera pues inte-
resante encontrar alguna función, algo, que nos de, en un campo 
vectorial,lo que permanece de el invariante al cambiar de ejesi 
3sto sera lo^ .que busquemos on 5los siguientes apartados.* 
..D3RIOí "ÓÉ UN VECTOR RESPECTO DE UN ESCaláR 
Consideremos el vector a = a (u) siendo u una variable escaiái?; 
pasando de u a u f Áu , el vector a habrá sufrido un in-
cremento de 
Aa (u) = i (u4- Au) - a (u) que sera otro vector; 
efectuando la división por ¿u, nos result .iria cambien otro vector 
que, cajndo^to tienda a cero, sera', el vector que deno acunaremos -'deri-
vadas del a con respecto a u. ^sto es; 
A a 
l i m 2_±m IL 
Axt^o d u 
si consideramos a = a i ayj -f- a— ¥ ,referido a un sistema car-
teriano fijo 
d a*" = dax j* , day daz ]< 
d t dt dt ' dt 
esto es, la derivada es un vector de componentes las derivadas al e 
sus coordenadas. 
lo 4 GD,0 EWT3 Dr IT ':. '•¡WCTON 'oG J E DE PUNTO 
Consideremos un campo escalar, dado por la magnitud escalar 
continua y derivable en todo el espacio considerado» A partir de • 
este campo escalar vamos a tratar ele fo-na otro vectorial que nos 
de una indicación de corno varia el escalar , esto es, aparte de t 
saber cuanto vale el campo en un punto, saber en qu dirección 
y sentido en torno al mismo ,crece con mayo r pidez. Pura ello 
vamos a relacionar a cada puntoí^Btn vector, vector que indique esto 
que deseamos? sentido de crecimiento mayor del campo y valor de es-
te aum ..nto . Y este vector viene dado por el de componentes s 
grad A = i + i <5A.. Tf-^A. = r :L = V • k x ' y ^ 2 ^o reducto escalar) 
V = T-'&ooerador de lia mil ton, (o ^abla) = i + ' 
si estamos operando con coordenadas carterianas. Normalmente, en 
li mayor parte ríe los libros, se procede al reve'ss se define pri-
mero el vector gradiente y luego se ve que coincide con la. deriva-
da di eccional máxima. 
En el Apéndice n21 puede verse la demost ación hecho* en el sentido 
debido, esto es como hemos dicho anteriormente. 
1.5 DIVERCVÍNCI , DR 1TKT ViSCTCR 
1.5.1 EIUJO DVT; IHM VICTOR 
Sea-;.'; un elemento de superficie ds en el cual, el valor de la mag-
nitud vectorial que constituye^ el campo en cuestión, es practica-
mente constante y de valor a .Esta superficie vendrá representada 
por un vector ds de módulo el area da la misma, de dirección la 
de la normal y de sentido el que hayamos arbitrariamente tomado 
segun&hcierto convenido. Entonces, llamaremos flujo elemental del — / campo a a traveis de ds a 
a = ds. a 
TTna significación gráfica es la del número de líneas vectoriales 
del c ámpo a que atraviesan d® .Pero una significación un poco • 
arbitraria„ 
31 flujo extendido a toda 1.a superficie sera 
í 
Este flujo sera" positivo si salen mas lineas que entran y negativo t 
si ocurre lo contrario. Esto tratándose de uia superficie cerrada» 
lo 5 = 2 CONCEPTO "DE DIY'T'G^CIA 
Si algún ente fisico se genera en el interior de una cierta región 
del campo, esta región es llamada una fuente y si el ente fisico 
? es absorvido, la región se denomina sumidero. Naturalmente,si no 
existen ni fuentes ni sumideros en el campo, el aumento neto ael 
J ' - ® flujo del ente físico en cuestión es nulo en cualquier región del 
mismo.Si el suministro total de las fuentes es mayor que la ab-í 
sorcionQ;ae los sumideros, se dice que el aumento de flujo es 
positivo y viceversa» 
Tomemos ahora un punto P al que supondremos contenido dentro de 
un volumen AV del campo vectorial que estamos estudiando» El au-
I mentó neto del flujo por vanidad de volumen, sera» 
siendo ¿x s la superficie que encierra a AV .Si ahora contraemos 
A,^ de forma que tienda a cero rodeando al punto P en cues-
tión, la cantidad que nos resulta es lo que denominaremos diver-
gencia de a en el punto P.Esto es? 
- IT -i - - _ i . / . c.a - d s dxv a = lxm 'JJAS> A O A V 
vemos pues que lo que hemos obtenido es ua escalar qu¿ nos da idea 
de la presencia o no de sumideros o manantiales en los puntos de 
cambios; un desplazamiento de su posición a otra,según una tra-
? 
yectoria recta; una deformación de su forma, por la presencia de 
presiones exteriores; o un giro en torno a un determinado eje» 
Pues bien , el rotacional nos va a dar una idea de este ultimo ? 
fenomeno es decir,del posible giro de la esfera. 
^ar ello, consideremos la circulación media del vector A por 
unidad de area de una superficie arbitraria S sosteniendo a G 
(ver 1.7.1) (es decir, que pa -ea^través de C y tenga a C ¿x 
contorno). Esta circulación sera; 
ds) 
do 
con como diferencial de 
superficie. 
cuando la superficie 21 (lv-e rodea a un punto P .tiende al mis-
mo, el limite del cociente anterior, si existe,recibe el nombre 
? 
de circulación en el punto P. Este limite, cumpliendo A unas 
ciertas condiciones, es único e independiente del tipo de super-fi cié o 
! 
Podemos ahora construir un vector cuya componente a la dirección 
de la normal positiva a JH sea la circulación en P. Dicho vec-
tor recibe el nombre de rotacional de A en P,representándose 
por rot A (en algunos libros americanos se representan también 
por curl A ). 
I Esta definición, igual qu a en el caso de la divergencia, no es f 
? cil de aplicación para la mayor parto de los problemas que se no 
presentan. Por tanto se requerirá un grupo de formulas que nos / 
den el rot A conocido A = iA +jAy + El calculo de las 
mismas; su realiza da ba^r..' ¿uloga a la de la divergencia y f » con la aplicación de la definición. 
A. ds 
rot A = lxm n A rr-=- o a. o 
Resulta un vector de componentes 
rotx A = \ - ^Aj 
"©y ~c>2 
rot A = "D -
y x 
rot A = g * -
nuestro campo.Una divergencia nula supondrá' evidentemente la ausen-
cia 'de ambos. 
» Como esta supresión sera engorrosa calcularla en cada caso,con-
viene tomar una forma de operar que sea mas fácil de manejo. 
la formula a la que se llega, y que puede verse su obtencion en » 
en el anendice II ac; 
7> a c¿¿ V CL A a, "dx 4-
B cu + 
o-.strs r,¿..i'xs »u -üpr-o.i i-.rvr-.ou.tti •.• ¿~rtul--íres. Si cpar^anas 
con cilindricis o esfericas, seria naturalmente otra. 
El tipo de campo en el que no existen ni manantiales ni sumideros 
esto es,de divergencia nula,recibe el no ibre de solenoidal. 
1.5.3. TEOTiíE Í)E GídJSS. 
Tomemos la superficie S cerrada que rodea al volumen V, todo 
ello sumergido en un campo a. Podemos siibdividir el volumen en-
cerrado por esa superficie en celdas parciales \>i y considerar 
T 
la divergencia sobre esos volúmenes parciales. Por defxnxcion 
tendremos 
div 
si hacemos que a 
div 
sumando para todo el volumen ¿div a.dVj^ 2^ a.ds^ ^ o ya 
RÍ 
a = l i m JJ&SL a. d s 
f sea el mismo en todo el volumen quedara 
a = a. ds^ o div a.dv^ = a.ds^ 
que es la expresión del teorema buscada. 
1.6. INV.ÍRIAHCIA. "DE I,x "DIYS *>rT HJ'^C IA. 
la invuriancia de la divergencia viene puesta de manifiesto por 
el hecho de la invariancia del producto escalar de dos vectores 
ante un cambio de eje coordenados. De acuerdo entonces con el 
teorema de Gauss visto anteriormente, el segundo miembro del mis-
mo será constante para todos los sistemas y por ello podremos 
poner 
j div a dv = N y otro sis tena 
div-^  a dv = N restando ambas expresiones 
¡fíe div 
J J ¿ 
div a) dv 0 c.q.d 
1.7 ROTACION OE UN VECTOR 





y / remos una región del espacio en la cual está definido un 
A .y dos puntos Po y P de la misma, unodos por una 
C 9en cuyos puntos esta definido A .Tomemos 
n-1 puntos 
en n 
P -j que dividen al arfo de curva 
segmentos ,y formemos la suma 
Gi 
donde "A-^  es el valor de A en el punto 
P ± (XTy, z) y el vector de componen-
tes rectangulares'Ax , i\ y^ , h z^ y que unen 
los puntos y P-.Cada término d-e esta suma representa el 
producto de la componente Á en la dirección ZiCi,por Aci. Si t 
esa suma tiende a un limite finito cuando el numero de puntos de 
división crece indefinidamente de modo que A. Ci-»o , se define a 
ese límite como la integral curvilínea j ás ds a lo largo de la --c curva 0. 0 sea 
n-1 _ __ f r 
A ds. = i A.ds lim 2E1 A. . A C-i i .J n ^  O® . RJ ^ i = o c c 
Eot,. int^cral dependerá, en general de la trayectoria C que une 
los puntos Po y P.Habra' unos casos en que no ocurra asi. Los 
veremos luego. 
Sx la trayectoria en lugar de empezar en Po y acabar en P , 
acaba y comienza en el mismo punto P, el valor de la integral 
I recibe el nombre de circulación de A alrededor de la trayecto-
1.7.2 CCNCEPTO E3 ROTACIONAL 
Consideremos una pequeña esfera de fluido incomprensible,intro-
? 
ducida en una corriente del mismo fluido. Con relación a dos ins-
tantes sucesivos,esta esferita habra podido sufrir tres tipos de 
que puede ponerse en forma de determinante resultando 
rot 
i K i 
D 
A* Av¡ A, 
la demostración puede verse en el apendice JI" 
1.7.3 TEOR'la^ DE 3T0KES 
! 9 Para el planteamiento de la expresión maternatica del mismo,se-
! 
guireraos un camino a cierta manera analogo al que tuvimos para 
el teorema de G-auss. Tomaremos una superficie y la dividire-
mos en pequeñas parcelas A como por 
" i eiemplo la triangular nBC de la figura. 
? 
"De acuerdo con la definición del rotacional 





rotnA. = A.ds A <y± 
donde el s-¿gando sumando del segundo miembro se presnta debido ? 
a la supresión del lim que hemos hecho. Podemos hacer igual 
para todas las posibles parcelas de la superficie y sumar. Con 
9 ello nos quedara 
rotn A. A 0-± = JET / A.ds + £ ± A c^i 
¿ ' JCL 
Estudiemos la primera sumatoria del segundo miembro. En ella ha-
cemos intervenir todas las circulaciones de las parcelas en que 
hemos dividido la superficie total 5L . Ahora bien,si considera-
mos el trozo AB de la figura veremos que, cuando consideramos 
su circulación con respecto a la parcela ABT), lo es de derecha a 
izquierda, mientras que si tomamos la ABC, resulta que lo es en 
sentido contrario. Como el vector- K para ambos casos es el mismo, 
resultaría que al sumar apareceran con signos contrarios y se anu-
laran o Asi ocurre en todas las paredes interiores de las parce-
las formadas s que se anulan sus inculaciones unas con otras. 
Por ello, al final, nos quedara solo la circulación por el con-
torno general que envuelve a la superficie con lo que queda, 
pasando ya al limite; 
) I rot A d (T= A, ds 
•J J N J. 
que es ¡la expresión "buscada del teorema de Stokes. Su interpre-» 
tacion fisica es s el flujo del vector rotacional de un cierto vec-
! 
tor , por una superficie e igual a la circulación del mismo por el 
contorno que rodea a la superficie. 
? 
Esta consecuencia venia ya casi implicita en la definición de ro-
tacional, ,-
1.7.4 IETEu?R31 ,.lCI0T\T EISIC , DÍL POTACION 
Como aclaración al concepto puramente fisico de rotacional que se 
ha dado anteriormente y -a la imagen física presentada,veamos el 
caso del movimiento de la esfera de fluido en la corriente del 
mismo. Supongamos,para simplificar , que^  se trama de una esfera 
que no sufre deformación alguna . Sea 'p la velocidad instanta-
nea de un punto de la misma. Esta v podra descomponerse en dos P •' / Componentes, una de las cuales es la velocidad de translación 
v0 de un punto 0 arbitrariamente elegido en la esfera y la 
5 
otra debida a la velocidad angular de rotacion u/ del cuerpo alre-
dedor de una recta que pasa por 0 . Sea r" el vector de origen 
0 y extremo P; la velocidad de cada punto P del cuerpo,es 
V = YO+UUAT tomando rotacionales P 
rot V = r ot VD 4- rot (w a r ) M 
mas y„ es la misma para todos los puntos del cuerpo e in-
dependiente pues de x,y,z, asi rot VQ = o. Si es r = ix f jy 
-Vkz queda 
1*7 A T = C + i X (O^y-U^x), 
y calculando el rotacional da 
rot (¡2/A r ) = 2 (C ^  V3 ly^vK )-.Zua-' 
es decir, que el rotacional del campo de v :locidaddes V es igual 
al doble de la velocidad angular de rotacion. 
1.8 OPERADOR í-IaBIia ( V ) 
ligando a un sistema cartesiano de coordenadas lo definiremos 
FISICA (ACCESO) 1 CURSO 
TEMA l í 
DINAMICA PE SISTEMAS DE PARTICULAS 
2.1. SOLIDOS Y PUNTOS MATERIALES PARTICULAS. 
Todos los cuerpos presentes en el Universo son mater ia les , e s -
to es» cada uno posee'una. masa de unercia o inerte, susceptible de ser - -
expresada mediante un numero, ci t omamos corno masa comparativa la de 
un cuerpo determinado. Esta masa inerte es absoluta-, o sea, independiente 
del s i s t e m a de re ferenc ia que se util ice para f i jar la pos i c ion de la m i s m a . 
Evicíenteme nte se trata de una magnitud escala.r. 
P o r punto mater ia l o particular f i s i ca de la Mecanica e n t e n d e -
m o s todo corpúsculo o cuerpo de dimensiones suficientemente pequeñas pa -
ra que pueda as imi larse a un punto geom.étrico , dentro del orden de m a g -
nitud que estenios trabajando; esto es, que para su loca l izac ión en el e spa -
c i o bastara con el dato de tres coordenadas únicamente. 
De hecho, esta ideal isaci ín f i s i ca no es solo sino una aprox ima-
ción, Ahora bien, según v e r e m o s luego, debido a que el movimiento y en g e -
neral , el comportamiento de un conjunto de partículas puede estudiarse e s -
tudiando el de un punto carac ter í s t i co del m i s m o la aproximación no esta -
tan alejada de la realidad c o m o podia p a r e c e r . 
En cuanto a sólido mater ia l entendemos con este nombre todo -
cuerpo mater ia l , que, ya es sólido, está compuesto de un conjunto de c o - -
púsculos . Realmente no se trata pues de un cuerpo continuo, pero en la ma 
yor parte de los casos que v e r e m o s aquí será conveniente tratarlo c o m o tal 
esto es, cons iderar que su masa inerte está distribuida en él en todo el v o -
lumen que ocupa de una forma un i forme. Esto faci l i tara el uso del cálculo 
infiniterimal cuando convenga. Ente sólido mater ia l podrá ser , en general, 
deformable o indeformable . Solido indeformable, o también, solido rígido, -
sera aquel en el que la pos i c ión relativa de sus partículas permanece inva-
riable al actuar fuerzas o no sobre el m i s m o . Deformable sera, c o m o su 
nombre indica, en el que ocurre lo contrar io . Todos los cuerpos f i s i c o s - -
ideales son de formables en una c ierta medida, pero en la mayor parte de -
las cosas , las de formac iones que se nos presenta.rán serán de tal magnitud 
que podremos desprec iadlas sin. que afecten para nada a nuestros c a s o s . 
F o r el lo , cons ideramos ' c o m o sol idos r ígidos a la mayor parte de l o s c u e r -
pos con los que tratemos . 
2 . 2 . AXIOMAS DE LA MECANICA CLASICA PARA PARTICULAS 
Estos axiomas que enumeramos a continuación no son evidentes, 
a pr i o r i , pero su realidad se lis. comprobado reiteradamente a lo largo de -
- 2 -
numerosos exper imentos . Fueron postulados por Newton y son los tres - -
s iguientes . : 
2 .2 .1 . PRINCIPIO DE INERCIA. 
Todo cuerpo con se va cu estado de reposo o movimiento rec-
tilíneo uni forme, a menos que sea obligado a cambiar el mismo por f u e r -
zas aplicadas sobre el . 
V e m o s pues que la veloc idad uni forme es un estado de equi 
l ibr io , en oposic ión con lo que podia p a r e c e r a p r i m e r a vista. 
2 . 2 . 2 . RELACION DE FUERZA CON MASA Y ACELERACION 
El cambio de la cantidad de movimiento (ixrv) de un cuerpo 
es proporc ional a la fuerza matr iz aplicada y se efectúa en la d i recc ión 
de la recta en que se aplica esa fuerza . 
La expres ión matemática será: 
F _ d( mv) 
dt 
en el caso de que la masa permanezca constante con el t iempo, queda - -
dv = m a 
esta suposición no se cumple en el c a c o de que la veloc idad sea del orden 
de magnitud de la luz ( caso relativista.) pero es de señalar que la expre -
sión matemática, c o m o expresada originariamente por Newton se viene 
ver i f i cando , esto es, en función de la, cantidad de movimiento y no de la 
ace lerac ión c o m o se suele ver normalmente en la mayor parte de l o s l i -
b r o s . 
2 . 2 . 3 . PRINCIPIO DE LA, IGUALDAD DE LA. ACCION Y LA REACCION. 
A, toda acc ión se opone s iempre un reacc i ón igual y contra-
ria; o bien, las acc iones mutuas entre dos cuerpos son s i e m p r e iguales T 
en sentidos contrarios . 
Así" pues, si des puntos materiales aislados P, y Pz , de -
masas inertes m, y m^ están en presenc ia uno del otro, en un instante -
t, animados de ve loc idades cualesquicr a en un espac io absoluto, tomarán 
las ace lerac iones respect ivas a, y tales que 
m, a, = - m a 
2 2 
pero fundamentalmente, estas fuerzas de acc ión y reacc i ón actúan s iempre 
sobre cuerpos diferentes y según la. recta que une ambos cuerpos . 
De una f o rma general podremos dec ir que las fuerzas que 
actúan sobre un cuerpo se habrán originado s iempre en otros cuerpos . Una 
fuerza aislada es solo una abstracc ión de la. interacc ión mutua entre dos 
- 3 -
dos cuerpos; todas las v e c e s que un cuerpo e j e r ce una fuerza sobre otro, 
este último e j e r c e r á s iempre otra fuerza opuesta sobre el p r i m e r o . Cual-
quiera de las dos puede l lamarse la " a c c i ó n " y la otra la " r e a c c i ó n " . 
3. FUERZAS QUE ACTUAN SOBRE UN SISTEMA. MATERIAL, 
Las fuerzas que actúan sobre un sistema mater ia l puede cía 
s i f i carse , en general, en dos grupos : exteriores e in ter iores . Estudiemos 
ambos de una. f o rma part icular . 
Ya se ka dicho anteriormente que todo solido material , sea 
solido o fluido, esta constituido por puntos mater ia les . Considerando uno 
de e l los en part icular , e j e r c e r á sobre otro cualquiera de el los una c ierta 
fuerza que denomina.!"emos acción, e jerc iendo el último sobre el p r i m e r o 
otra fuerza que será la reacc ión estas fuerzas sxin inter iores al s istema. 
Igualmente, si estamos ahora estudiando un gas y este se - -
expansiona l ibremente, las fuerzas que habrán intervenido serán inter iores 
tan solo . 
Dependiendo pues de la naturaleza del sistema., podemos de-
I 
c ir en general, que las fuerzas inter iores son todas el las debidas a inte - -
racc i ones éntrelas particulas que forman el m i s m o . Se encontraran por pa 
re jas ; serán de igual magnitud d i recc ión la de la recta que las une y sen-
tido opue sto. 
Fuerzas exter iores son," por el contrario , c o m o su propio -
nombre indica aquella.s que proceden de elementos f i s i c o s extraños al s i s -
tema considerado. Un e jemplo de este tipo de fuerzas lo tenernos en el -
peso de un cuerpo. 
Además de todo lo anterior , y c o m o un caso particular de 
fuerzas exter iores , se nos presentan las fuerzas de l igazón. Ocurre esto, 
cuando algunas de las partículas del s istema se ven obligcidas a cumplir -
unas c iertas condic iones que limitan su movimiento. Estas condiciones - -
pueden ser completas o bi laterales e incompletas o unilaterales, según que 
sean expresables analíticamente por una igualdad o una desigualdad, Así* 
pof e jemplo, si un punto está sujeto, mediante una vari l la rigida de longi -
tud L permanecen a una distancia, f i ja de un punto O, extremo opuesto de 
la varilla, la l igazón se expresará mediante la condicion de que las 3 coor 
demadas del punto móvi l r e fer ido a un s istema de e jes rectangulares, - -
que pasen por 0, verif iquen 
. 2 . ?, -i- 2 2 x y 2 = L ; 
esta l igazón es pues completa o Mlateral . Una l igazón unilateral la tendría 
m o s si en lugar de tSatarse de una varilla, rigida fuera un hilo f lexible e 
e inextensible ; la l igazón vendría entonces expresado por 
2a- 2 . „2 2 
x. ' y ^ ¿ ^ L 
o cea por una desigualdad. 
Estas ligaduras obligarán a que la trayector ia de la p a r -
tícula. no sea arbitraria, si no que tenga, s e g ' n linea o superf ic ie determí 
nada,. Impondremos en nuestro estudio que las ligaduras son ideales, e s -
to es, obligarán a cambiar la d i recc ión de la veloc idad de las partículas, 
pero no sus magnitudes, Las ace lerac iones que hacen falta para tal m o -
di f icación del sector velocidad las atribuiremos a fuerzas que actúan sobre 
esas partículas y son las que l l amaremos fuerzas de reacc ión de las l iga-
duras. 
2 .4 . REPASO DE MECANICA DE UNA PARTICULA 
2 . 4 . 1 . - TEOREMAS DE CONSERVACION 
Durante el movimiento de un sistema mecán i co y en nues -
tro caso concretamente, de una partícula mecánica , las 6 cantidades x. y 
l- (i= 1, 2. 3} aue espec i f i can el estado de la misma variac ión con el t í em-"I 
po. Existen sin embargo, , funciones de estas cantidades cuyos va lores -
permanecen constantes durante el movimiento , y dependen solamente de 
las condic iones inic ia les . 35 s tas funciones se denominan " integrales del 
movimiento1 ' o " constantes del movimiento51. 
No todas ellas son, sin embargo , de igual importancia en 
mecánica . Hay algunas cuya constancia es de un profundo signif icado. 11-
Las cantidades representadas por tales constantes del movimiento se d i -
cern ser "conservativas" y tienen la importante propiedad de ser aditivas 
es decir, sus va lores , par?, un sistema compuesto de varias partes cuya 
interacc ión es desprec iable son iguales a las cumas de los va lores para -
las partes individuales. Y es esta aditividad prec isamente la que les dá 
la importancia que poseen en mecanica . 
Veamos pues algunas de estas constantes. 
2 .4 .1 .1 . - CONSERVACION DE LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO 
La cantidad de movimiento de una partícula es un Vector 
P definido c o m o el producto de su masa, m por su velocidad v. 
P = mv 
Como de la segunda ley de Newton era 
F - dp . 
dt 
si la resultante de las fuersas que actúan sobre una partícula es c e r o , -
P es constante ya que 
p = cte F = O = dp 
dt 
2. 4. i . 2. - CONSERVAQ GN B E L MOMENTO ANGULAS. O CINETICO 
Cons ideremos una partícula de masa m 
¿ L 
movimiento P. 
, y ^ V 
V 
y cantidad de movimiento, P en una p o -
sic ión r con respec to al or igen 0 de un 
sistema de coordenadas. P o r definición 
la cantidad de movimiento angula.!* o m o -
mento angular de la partícula con recpec 
to a O, es el momento de la cantidad de 
L = r x p 
por su definición v e m o s que se trata de un vector axial. 
Si a la partícula le apl icamos ahora una fuerza. F, var iará 
P y por tanto L . Veamos la re lac ión entre F y esta variación de L . 
Era F 
mente por r 
i¡j 
it 
F = rx dp 
multiplicando ambos m i e m b r o s veetor ia l -
y derivando con respecto al t i e m p o -• 
(si F x r = M) la L 
ahora bien 
y queda 




dt p = V x (mV) = m V x V = O 
dL 
si r M _ O dL _ O -—?' ¡ L = cte d t - - — — 
Luego si el momento de la resultante de las fuerzas apl ica-
das a la partícula, r espec to al punto O, es cero , su momento singular r e s -
pecto al punto O ee conserva.. 
M será nulo cuando F o r sean c e r o , o bien cuando F y r 
sean parale las . 
Si L es constante, el .plano que forman p y r no varia du-
rante el movimiento de la partícula. La trayectoria que esta r e c o r r e es 
plana.. 
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2. 4.1. 3. CONSERVACION DE LA ENRGIA T O T A L DE UNA PARTICULA 
Supongamos una partícula en un campo -
vec tora ! de fuerzas F. 
Al desplazarla desde p, a p por una c ier 
ta trayector ia , el trabajo real izado se rá - ' 
la integral de linea de la fuerza a lo l a r -
go de esa. línea , esto es : 
— 
v"' 12 F. di ^ e . d r = di c o m o v = dl_ 
dt 
W = 12 
dV -
m - — y dt 
dt m V dv 1 2n — v ) = m 
2 
JL / 1 Y 
2 2 — ' i 2 
, 2 
y llamando a 1 mV = T energía cinética queda 
2 
Eotp es : el trabajo realizado por una fuerza o s istema de -
fuerza sobre una partícula es igual a la, var iac ión dé su energía, c inética, -
Expres ión que es completamente general para todo tipo de campos . 
Veamos un caso particular y que presenta un gran interés . -
Es aquel en el que las fuerzas del campo se pueden considerar derivadas? -
de un potencial , esto es : 
F 
3. la cantidad esca lar V = - é) se la denomina, energía potencial de la p a r -
tícula en el campo conservativo tratado. Según lo visto en el tema I el t ra -
bajo que rea l i ce la partícula al r e c o r r e r l os distintos caminos o t rayec to - - -
r ías de P a p es el mismo , es dec ir : 
w í a L W(J>) 
12 " 1 2 
,,r(a) ,„„ (o o W i/V 12 21 O 
Introducieridc la función V en la expresión del trabajo queda 
F . di = - V V . di = • bV 
bl dV 
V_ - V a s í que 
expresión que solo es válida para campos conservativos 
Como de antes era "rr 
12 - T _ t , , igualando los trabajos. 
T - T = Y - Y rrí> |V + T = V T 
2 1 1 2 ^ 1 * 1 ~ 
Es dec ir , en campos conservat ivos , la energia total de 
una partícula, suma de l a energia cinética mas las potencial, se c o n s e r -
va. al pasar de un punto 3, o tro . 
2. 5. CENTRO DE MASAS 
Todo cuerpo rígido ya 'hemos dicho antes puede suponerse 
compuesto de un número muy grande de part ículas . Para estudiar su com 
portamiento. podía t omarse cada una de el las y aplicarlas las leyes de la 
Dinamica de partículas estudiada en 2 . 4 . El movimiento total del s istema 
podría d e s c r i b i r s e pues por el conjunto de ecuaciones de cada partícula. -
Esta, formulac ión se ve -ya intuitivamente, que cuando se intentase realisar 
para un numero muy elevado de part í cu las , resultaría tremendamente en-
g o r r o s a aparte de que la información global sobre e l movimiento del so l i -
do quedaría, enmascarada. P o r el lo nos interesar ía descr ib i r el mov imien -
to del m i s m o , por el de un único punto que fuera característico. Este - -
punto va a ser el centro de masas . 
T o m e m o s un sistema cíe n partículas, de las cuales la -
i - e s i m a tiene la masa m Y esta situada, en r en el instante t. Su v e l o c i -i i 
dad y ace lerac ión serán en el mismo, r v r, . Sea. M =¿L rr¿. la masa total _ i ' i i 
del sistema. Se define la pos i c ion r del centro de masas del s istema, por 
la ecuación vectora l 
M r = Z m. i i i 
ecuación vectora l que puede desg losarse en tres esca lares de la f orma 
n 
M t -=• 2 , rr¡ M'r = m . "r ; Mz m Z 
L i x ! 1 1 l 1 1 
Es inmediato que la veloc idad r y la ace lerac ión r* del centro de masas , 
vienen dados por 
~ n j l s l : : 
M x = m . T M T = Ü> m T. •y- i i f i i 
Aunque para la definición de este centro de masas hemos 
hecho intervenir las coordenadas r. con respecto a un sistema de c o o r d e -i 
nadas, puede demostrarse directamente que la. pos ic ión Q del mismo, no -
depende del s istema . En efecto, sea a el vector de p o s i c i m de O respecto 
al nuevo origen O1 . El vector de pos ic ión r con respecto "1 nuevo s istema -
sera., 
Mr1 = /Lm r ! = 2 I ' m ( r - a ) = Z ' m . r - Ma = M ( i - a) i i i i i i 
de aqui r1 = T - a, l o que prueba que O' coincide con Q. 
En el caso de una distribución continua de masa de densidad T ; 
la ecuación antozior deberá rest i tuirse por 
Mr = r dm = T rdv J J 
6. MOVIMIENTO DEL CENTPvO DE MASAS 
Supongamos ahora, que ha.y una interacción entre cada una de- ílas 
partículas del s istema. P o r el pr incipio de acc ión y reacc i ón , la fuerza - -
F i j que la partícula m . ^^r® - ^ es igual y opuesta a la F ^ que I a 
m. ^l'S'rce sobre la rn.. i i 
Esto es 
F + F = O (2, 6. a . ) 
i j j i 
Además de la fuerzas arr iba mencionadas, podemos suponer que -
cada partícula m. está sometida a una-^íuerza exter ior , que podernos designar 
por F . . . ^ íi 
Con esta notación, las ecuaciones del movimiento de la n p a r t i c u - -
las son : 
« * 
¡2L F = m r i= 1, 2, , , , n 1 1 
sumandolas obtenemos 
F = rn r = M r i j . i i i, i 
pero por ( 2 . 6 . a ) , totdos las fuerzas de la suma doble del pr imer m i e m b r o 
se antilan por pares , exceptuando las fuerzas ex ter i o res . Por e l lo . : 
I F _ M r J (2, 6, b, ) 
donde F representa el vector suma de todas las fuerzas exter iores que actúan 
9 
sobre un sistema de partículas es nula, el centro de masa permanece en - -
reposo o se mueve con movimiento recti l íneo uniforme. Esto podemos aplica_r 
lo a cada direcc ión de-l espacio . • 
La expresión ( 2 . 6 . B . ) puede darse también en la forma 
F = p (a. 6. c . ) 
en la que P Mr = 2 m r es la cantidad, de movimiento total del sistema. 
i i 
2. 7. PRIMCIPIO DE CONSERVACION DE LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO. 
De la ( 2 . 6 . c . ) se deduce inmediatamente que si la componente en 
cualquier direcc ión de la resultante de las fuerzas es ter iores se anula., la com-
ponente de la cantidad de movimiento en esa misma direcc ión se conserva. 
2. 8. CONSERVACION DEL MOMENTO ANGULAR O CINETICO 
La demostración que haremos en lineas generales la que v imos en 
el caso de una partícula aislada. All i v imos que el momento angular de la -
partícula i respecto al punto de re ferencia es 
L. = r . x P. i i i 
El momento angular para todo el sistema respecto al m i s m o pun-
to O sera _ __ _ _ 
L = r. 3-r p. ( 2 . 3 . a . ) i x . i x i 
Y a l l í era también. 
dL. i = M 
dt i 
donde M era el momento respecto al punto f i jo O de todas las fuerzas que a c -
tuaban sobre la partícula considerada. 
Ahora bien como según vimos antes 
F -f- F = O (2. 6. a . ) 
ij j i 
y debido a que las fuerzas F y F actúan según la recta de unión de las par 
i j ji 
ticulas de masas m. y , se ver i f i cara : 
i J 
(r - r.) x F. - O (2. 3. b . ) 
i j i j 
y como de (2. 6, a) 
r X F .-i- r = o aplicando (2. 8 , b . ) queda. -x lj i j l 
r x F -j-r x F =Q ( 2 . 8 . c . ) 
i ij j ji 
sumando para todas las partículas dL. 




las fuerzas F. c i u e actúan sobre la p a r t í c u l a i las: m o s d e s c o m p o n e r en 
dos grupos : uno de fuerzac e x t e r i o r e s que d e s i g n a r e m o s por F . . y o tro de xx 
f u e r z a s de acc i ón y r e a c c i ó n que l l a m a r e m o s F ( fuerza sobre la part ícula 
i j 
i debida a la j ) . Con e l lo queda 
- dL-
dt (F F ) = J> r i x F r x ^ ij ji , ij • i 11 
1! j 1 
m a s débido a (2. 8. c . ) e l p r i m e r sumando ce anulará y quedará solo 
dL 
= X x F 
i ii 
el segundo m i e m b r o es c laramente el momento resultante de las f u e r z a s e x -
t e r i o r e s con re lac ión al or igen , con lo que queda ya, si dL . _ ^ 
dt 
Esto es , la var iac i ón con el t i empo del momento angular, respejc 
to a un c i e r t o punto, de un s i s tema de part í cu las , es igual al momento resu l 
tante r e s p e c t o a e s e punto de las f u e r z a s e x t e r i o r e s que actúan sobre el 
m i s m o . 
P a r a que el m o m e n t o angular se mantenga constante habrá de ve 
r i f i c a r s e evidentemente que el m o m e n t o resultante de las f u e r z a s que actúan 
sobre el sistema, de part í cu las sea nulo con r e s p e c t o al punto que estarnos -
cons iderando con e l lo 
c o m o es L 
dL 
.dt 
L . = 
0 ^ cce I 
I 
L.-r L_ 4- . . . . 4- L = cte i ¿ n 
nos resulta que aunque los m o m e n t o s angulares de cada una de las par t í cu -
las por separado var íen con el t iempo, su suma vec to r ia l p e r m a n e c e constan 
te. 
Esta constancia, del ve c to r momento angular equivale a la c o n s -
tancia de t r e s magnitudes e s c a l a r e s , una con r e s p e c t o a cada e je de r e f e -
renc ia . 
2 .8 .1 . DESCOMPOSICION DEL MOMENTO ANGULAR T O T A L 
2, 9. CONSERVACION DE LA EMERGIA T O T A L D E L SISTEMA 
2 .9 .1 . ENERGIA CINETICA DE UN SISTEMA. DE P A R T I C U L A S . 
Ya que la energía, c inét ica es una magnitud e s c a l a r , la energía. -
cinética de un sistema de partículas será la suma aritmética de las energías 
é / 
c inéticas individuales. 
T = 2 - , ,2 1 >2 i . m. V. •- — m. ( r J i i ¿ i i . ¿ i i i 
Expresamos esta energía, cinética del s istema en Termines rela-
tivos al centro de masas , La pos ic ión de la. partícula i - és ima respecto 
al centro de masas será. 
r. - r - r i i 
donde r es el vector de pos i c ión del centro de masas . La veloc idad re lat i -
va de esa partícula i - e s i m a respec to al centro de masas es : 
» • . 
r = r - r i i 
Llevándolo a la expresión de la energía c inética. 
T = 2 L " Y ( " - í ) 2 2 
* — i - i 4- m. r + X . m . r tf 
veamos un poco el t e r c e r sumando. El vec tor de pos ic ión del centro de rna 
sa.s venia dado por . 
Mr m . r . c o m o es r. :• r[ -'r r sustituyendo i i 1 1 i 
Mr = 5r _ — — m. (vi f r) = 
i i i . m . x\ -4- Mr luego 1 X 
« « • 
">" m . r ' = = *>. m r ' =0 i i . i i . i i 1 1 
1 
con ello v e m o s que el t e r c e r sumando se nos anula y queda ya finalmente 
T = 1 -=> m í 1 M r 2 i i -V — 
2 2 
que podemos interpretar diciendo que la energia cinética dd un sistema de - -
partículas se puede descomponer en dos términos : uno la energía cinética del 
centro de masas 
T = 1 ~ ? 1 1 —" M r 1 2 
y otro la energia cinética de las partículas en su movimiento respecto al cen-
tro de masas . 
- l¿ -
2 . 9 . 2 . TRABAJO DESARROLLADO POR UN SISTEMA DE PARTICULAS 
Según habíamos visto anteriormente, el trabajo desarro l lado por 
una partícula era igual a la variación de energía cinética de la m i s m a . Eüto 
es 
W = T - T 12 2 1 
Si tornarnos ahora un sistema de partículas podemos sumar el trabajo rea l i -
zado por cada una y ver entonces el trabajo total desarro l lado por el s i s te -
Sera entonces. ^ 12 ~ 
i " i 
1 
(T ) - (T.) 
i 2 i Í 
Este trabajo será el debido a la suma del real isado por las fuerzas e x t e -
r i o r e s mas el de las inter iores . Esto es . 
( w ) = (W 1 9 ) . . + . (W ) 12 i 12 ii 12 i j 
(con el m i s m o convenio de rotación que antee) . Y si 
X (W12*ii ~ v/ ext 2 I ( Y f t J . = W. queda 
12 i j mi 
W , + W. =(T ) - (T ) 
ext int 0 ¿ 0 1 
L u e g o se sigue veri f icando que el trabajo real izado por la totali-
dad de las fuerzas exter iores e inter iores es igual a la var iac ión de energía 
c inética del s istema. 
2 . 9 . 3 . CASO DE CAMPOS CONSERVATIVOS 
Supongamos ahora que todas las fuerzas actuantes, tanto exter io -
res c o m o inter iores , .son conservat ivas . Podemos expresa.!* entonces los t ra -
bajos en función de energías potenciales c o m o v imos en el caso de una sola 
partícula. Estas energías potenciales podran proceder de dos fuentes : una del 
s istema total considerado frente al mundo f i r i c o que le rodea %- otra, debido 
a las fuerzas inter iores , de unas partículas con respec to a otras . P o d r e m o s 
hablar asi dé energía potencial externa de l ' ' s i s tema , fruya variac ión se debe-
rá al trabajo real izado por las fuerzas ex ter iores y ele energía potencial in-
terna,. del s istema, cuya v a r i a c i ó n se deberá al trabajo real izado por las •••• 
fuerzas inter iores . A s í será : 
W = C A - (V.é) ext ¿ ' c e 2 
W. = (V ) - (V ) . mí i 1 i 2 y sustituyendo en 
T , + (V ) 4- (V.) = T i (V ) -MV.) 2 e ¿ i 2 1 e j. i 2 
Nueva expres ión del pr inc ip io de la c onservac i ón de la energia -
m e canica total (c inética, potencial externa y potencial interna) cuando sobre un 
s istema de partículas so lo actúan fuerzas e x t e r i o r e s e in ter iores que son -
conservat ivas . 
2.10 DINAMICA DE ROTACION DE UN CUERPO RIGIDO 
P o e cuerpo r ígido entendemos aquel sistema, de part ículas en el 
que la distancia entre las m i s m a s p e r m a n e c e invariable cuando se le somete 
a la acc ión de fuerzas externas . Habrá de ex ig i r se pues que el que el c u e r -
po sea. r íg ido e indeformable y que e l iminemos la posibi l idad de que este - -
sometido a v ibrac iones . C o m o s iempre , el cuerpo r ígido es una idea l i za -
c ión de los cuerpos rea les , que , sin ser rigiólos, se aproximan bastante. 
En el caso que v a m o s a esrudiar supondremos que el sól ido per 
rnanece obligado a m o v e r s e a l rededor de un e je f i jo con un mov imiento de 
rotac ión en torno a él. Dos conceptos que h a b r e m o s de usar serán las de ~ 
ve loc idad y a ce l e rac i ón angularee. Naturalmente las t res l eyes de Newton se 
seguirán ver i f i cando y podrán ap l i carse para desplazamientos infinite r í m a l e s . 
que p o d r e m o s cons iderar segmentos rec t i l íneos . Recordemos b revemente que 
la ve loc idad angular venia definida por 
u3 = lim A. & = d© 
At->0 A t dt 
donde O e s el ángulo girado y un vec tor dado por la regla del s a c a c o r c h o s 
y según la d i r e c c i ó n del eje de giro , La a c e l e r a c i ó n por 
= l i m A ^ = d yjj _ d e 
A t dt dt2 
que también es magnitud vec to r ia l . 
Las re lac iones entre estas magnitudes angulares y las l ineales 
eran ___ _ __ 
V = u j z r 
siendo r el vec to r de pos i c i ón de la partícula., cuya. V b u s c a m o s , con r e s -
pecto al e je de g i ro . será constante para, todo el sól ido y V var iara según 
var ié el radio . La var iará , para un radio f i jo , además debido a dos a c e l e r a -
c iones d i ferentes : una. que únicamente le cambia, de d i r e c c i ó n y sentido, pe ro 
no de modulo ; es la e c e l e r a c i ó n radial o centrípeta de va lor . 
• 2 • 
A = V 2 R = r r 
y otra que la cambia de módulo , que es la tan genial de va lor modular , 
A = dV d w 
dt dt 
o en rotac ion vec tor ia l 
• X r= C 
- 14 -
--U 
La principal ventaja de la introducción de variables angulares res ide en el 
aecho de que son constantes para todas las partículas del solido, por lo - -
que solo con la introducción de y W c o n o c e r e m o s el movimiento del m i s m o 
c o m o un todo, Interesa pues expresar los conceptos de energía cinética, m o -
mento angular y otros vectos antes en función ele estas nuevas var iables . 
i 2.10,1. ENERGIA CINETICA DE ROTACION 
rmv Pódeme 
ca de cada partícula y sumar. Esta su 
ma dará la energía c inética total en -
el sólido. Será 
tomar la energía cine ti -
0 ! 
2 2 ? 1 m V = jT i m ou r " — i i —r- i i i v c o m o Vj UJ üJ i i = 
T = 1 , m . r . 
~z v 1 1 
2 
I UJ 
habiendo llameado a I =5_m.r . ' momento de inerc ia del cuerpo . Si se tratase 
x x 
de un solido con distribución continua de masa la surnatoria pasaría a inte - -
gral y quedaría 
1 = 
2 
expresión general que nos dará" el momento de inerc ia de un cuerpo que gira 
en torno a un e je . 
2 ,10 ,2 . MOMENTO CINETICO RESPECTO AL EJE DE ROTACION 
Apl iquemos lo que v imos en 2. 8, con las nuevas def iniciones -
del apartado anterior . All i habíamos encontrado que para un s istema de pa_r 
ticulas se ver i f i caba 
dL •= M 
donde L era . L - > _ L =21 r x P i i i 
y M =' Li x E. xi 
con M c o m o momento total resultaMe de las fuerzas exter iores que actuara 
sobre el s istema . Efectuando la derivación con respecto al t iempo y te ni en 
do en cuenta que 
. = m uj3^  r x i X 
y que al sei 
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a x b x x = (a. c) b-(a_. b) c quedara 
L> =5lr. x i? = r . x ra uj x r = X ra r 3-: a) x i i i i 1 1 1 
= ">' ra, (r ,r_) LU - ( r . u ) r . i i 
ya que r. y Ujson perpend i cu lares y a s í 
i 
Sustituyendo ya queda 
-v- 2 2 
¿L. m r UJ = LA/ m r . = OU 1 
i i i i 
r U J = o 
dL 
dt 
M _d( I}_ 
dt 
M y si O quedara 
dt M I c ¿ VI 
Esta ecuac ión nos indica que en la ro tac ión de un ai e rpo r í g i -
do a l rededor de un eje f i j o el m o m e n t o resultante de las f u e r z a s e x t e r i o r e s 
r e s p e c t o al e je de g i ro es igual al producto de inerc ia , r e s p e c t o a e se e je , 
mult ip l i cado por la a c e l e r a c i ó n angular. 
2 .10 ,3 , T R A B A J O REALIZADO POR LAS F U E R Z A S APLICADAS 
Habíamos v isto antes que para un s i s tema de part í cu las se ve 
r í í i caba que 
W T 
esto es , el t rabajo rea l i zado p o r la totalidad de las f u e r z a s que actúan sobre 
el sistema ( in te r i o res y e x t e r i o r e s ) era igual a la var iac ión de energ ía c ine 
t ica del m i s m o . En este c a s o de só l ido rígido que g ira en torno a un e je , 
serán apl i cab les l o s m i s m o s razonamientos que h i c i m o s a l l í y l l e g a m o s a 
W = 1 T , 2 2 , I (LU -m ) 
2 2 1 
o sea, ún i camente h a b r e m o s de e x p r e s a r la energ ia c inét ica por su e x p r e -
sión en este c a s o 
2 . 1 0 . 4 COMPARACION DEL MOVIMIENTO RECTILINEO Y E L ANGULAR. 
Examinando las f o r m u l a s que nos dan las c a r a c t e r í s t i c a s del 
mov imiento rec t i l íneo y el angular v e m o s que extructuralmente son idénticas 






UJ = © 
= © 
M 
con ello, las formulas que nos dan la energía cinética, la cantidad de m o v i -
miento y la fuerza que existen en un movimiento rect i l íneo se transforman 
directamente en las que lo 'daaa etl el angular. Puede v e r s e fáci lmente. 
2.11. ESTUDIO DE UN SISTEMA DE D©S PARTICULAS. MASA REDUCIDA. 
Cons ideremos el caso del movimiento de dos partículas que -
interaccionan, c o n s i e n t o conoc ido por prob lema de los dos cuerpos 
La energía potencial de la interacc ión de estas dos partículas 
dependerá solamente de la distancia entre ellas, esto es, de la di ferencia -
de sus radio-vectore í La energía total de este s istema sera entonces 
E= 1 * 2 i " 2 , 
— m r 4- — m r + U ( 2 1 1 2 2 2 '2, ( 2.11. a) 
Si es r ' « r - r el vector de pos ic ion relativa de una partícula. 
1 2 
con respecto a otra, y r el del centro de masas , la expres ión anterior que 
dará , en función de e l los , de la f o rma , ya. que es' 
(2.11. b) r l - r 4 2 / 1 
n V m 2 
T i 
que sustituidos en la energía da 
T* nssp • m 
"2 = f 
rn 4- rn. 
E= 
2 "^l 
? ' ' I 
4. 2m rr 
m l + m 2 + 
i Í'Ja 
2 2 
' 2 Irn 'C ÍV 1 




4- l l ( r ' ) 
E= 1 , . 2 1 — í rn. 4. m ) r -¡—— 2 F 2 2 m. 1 "2 m. r' $ 4- U(r') >. 11. c) 
T o m e m o s como sistema p-articula.r de referencia, aquel que su 
origen coincide prec isamente con el centro de masas . r= O1 y queda. 
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E= 1 • m r5 U (r*) (2. II. d . } 
donde ra - rmrai l 2 
ni + m_ 1 2 
se denomina masa reducida del sistema. Vemos 
que la expresión de la energia es formalmente idéntica a la de una partí -
cula de masa m moviéndose en un campo externo U(r) s imétr ico en torno -
a un origen f i jo . Por ello el problema del movimiento de dos partículas -
que interaccionan es equivalente al del movimiento de una partícula en un -
campo externo dado U(r). De la solucion r= r(t) de este problema, los cami 
nos r =r (t) y r = r (t) de las dos partículas por separado, relativos a sus i X 2 2 
centro común de masas , se obtendrá por medio de las formulas . (2,11. b . ) 
Veamos el caso común de que una de las masas es mucho ma 
yor que la otra. En este es el caso de loa movimientos planetarios y de -r- -
l os atómicos . Entonces si es rn^t» quedará aproximadamente (recuerde--
sé que r=o) 
r 
como m m r ^ r 1 2 esto es, el centro masas esta mas 
próxima a la masa mayor . Como la masa reducida se puede poner también 
como 
m = • mi. 
in 
ra 2 
esto es, tiende a la masa mas pequeña. 
Debido a todo esto, cuando cons ideramos el caso del rnovimien 
to de la T ierra en torno al Sol lo descr ib imos corno si estuviese este ulti-
mo estacionario y fuera, solo la T ierra la móvi l a su alrededor. Vemos que 
el problema de las dos partículas ha quedado reducido al de una. única p a r -
tícula. y un centro atractivo f i jo . Es lo que vendrá representado por un c a m -
po central. 
2 .8 .1 . DESCOMPOSICION DEL MOMENTO ANGULAR TOTAL 
Hemos visto que el momento angular de un sistema, podríamos 
expresarlo en la forma. 
r x ra r 
i i i 
tratemos de expresarlo en función del vector de posición del ceñtro de macas 
y y del de una partícula con respecto al mismo , esto es será 
r . - r -f r!. sustituyendo x i 
L = S . ( r - fr '_ ) x m . (r+r|) y corno s i x i A • . 
SI, r x m . r = r. s: Mr con M= m. 
i i « « 
SU r x m . r ! =2. r 3 . x e c = O í según v e r e m o s en 2 . 9 . 1 » ) i i i ° ' 
podernos poner. 
i L = L + L' 
donde L. - r x Mr e l momento del sistema, considerado como un todo c 
y que se moviera según la ley con que lo hace el centro de masas y tocia, 
la masa concentrada en él. Es lo que podremos llamar momento angular -
orbital. 
L' ~ r ' . x m r! es el momento angular del sistema, tomando co i i i ° — 
m o punto fijo el centro de masas y que expresa, por tanto el mov imiento del 
conjunto de partículas en relación con el punto representado del m i s m o que 
liemos tomado y al que hemos designado como centro de masas. E s el íw^-ñfe 
angulSC de spin. 
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T E M A III 
C O L I S I O N E S E N T R E P A R T I C U L A S 
3.1» PLANTEAMIENTO GENERAL DEL, PROBLEMA. 
Entendemos en gsxiGZ'cil por co l is ion el fenomeno de hacer parar una 
partícula muy c e r c a de otra, de tal f o r m a que ambas noten perfectamente -
su mutua presenc ia . En algunos casos , la co l is ión puede l legar a ser c o n -
tacto real , esto es, l legar a un verdadero choque. P e r o en general , no de-
b e r e m o s restr ingirnos a este ultimo caso sino plantearlo en el más amplio 
sentido. 
Para un estudio totalmente exacto del problema habríamos de cono-
c e r , en p r i m e r lugar, las masas y las veloc idades , antes de la co l is ión de 
las dos partículas que intervienen en el fenómeno. A continuación, necesita_ 
r e m o s conocer las fuerzas que actúan sobre las partículas en el momento -
del choque. Con estos datos, prodr iamos l legar a la descr ipc ión del f e n ó — 
meno, en cuanto a las veloc idades de las partículas ce re f i e re , después de 
la co l is ión planteando las correspondientes ecuaciones del movimiento . A h o -
ra bien, estas fuerzas que aparecen en el momento del choque son muy d i -
f íc i lmente conoc ib les por lo que este camino por lo general nunca será s e -
guido . 
Ahora bien, las fuerzas que intervienen en el choque son desconoc í 
das en cuanto a sus caracter í s t i cas part iculares pero no en cuanto a su ín -
dole general . Sabemos que son fuerzas internas al s istema de partículas y -
que por .tanto vendrán incluidas dentro del t e r c e r principio de la Mecánica; 
serán fuerzas de acc ión y reacc i ón . Lleva consigo ésto el que la resultante 
será nula y por tanto se conservará la cantidad de movimiento del s istema 
según v imos en el Tema anterior . De esta forma, con la p r i m e r a h e r r a - -
mienta con que contaremos sera con el pr incipio de conservac ión de la can 
ti da:.! de movimiento . 
La segunda de que dispondremos será el pr incipio : de conservac ión •  
de la energía total del s istema. Y dentro de esta energía total habrá que -
hacer intervenir toda la que entre en juego, esto es tanto las cinéticas pro_ 
pias de las partículas, c ómo la. que pueda t rans formarse en ca lor por e f e c -
to del choque o que se radie en el movimiento, o la interna de las dichas -
partículas en juego. Según el tipo de co l is ión que cons ideremos , una de 
el las será más importante que las demás y podrán desprec iarse -.estas ú l í i -
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mas . Ya v e r e m o s en cada saso corno podrá apl icarse la ley de conservac ión 
de la energía y sí es posible su • aplicación, ' 
Una ves ya en presenc ia de "una co l i s ión entre partículas cabe 
estudiar les etapas en, las que se produce la m i s m a . Y estas son pár.incipalicien 
te dos; una pr imera en la que empiesa la influencia de una. sobre otra hasta ~ 
que se produce su valor máximo (en el c a s o de contacto fírico, esta influencia 
vendría señalada por una c ierta cleí ormacíón de los cuerpos tratados). La se 
gunda vendría señalada por la aparición de las reacc iones que tenderían a s e -
parar los cuerpos ( y a re cobrar su f o rma primitiva en el caso de contacto) 
de una f o rma más o menos total. 
En el momento del choque, l os cuerpos podemos suponer no -
cambian sensiblemente de lugar. El t iempo del choque será así" m i s m o muy 
reducido. Esto obligara''á que, como ' v e r e m o s luego, las fuerzas que intervie 
nen son muy intensas. 
Con re lac ión al nombre asignado a cada tipo de col is ión, un pri_ 
mero 'puede ser el que nos de idea de lá situación de los cuerpos con re lac ión 
al, m i s m o . La perpendicular al plano tangente so'mún a los dos cuerpos en el 
momento de la colisión'se la llama linea dé c o l i s i ó n . Si esta contiene a l os 
centros de masas de las dos, la co l is ión se denominará choque central; en el 
c a s o contrario , choque excéntr ico . Si las d i recc iones en que se mueven los -
centros de masas de los dos cuerpos coinciden con la línea de choque, este 
es directo; en el caso contrario, es obl icuo. 
Finalmente solo nos queda hablar ya de l os cuerpos que inter -
vienen en la co l is ión y su comportamiento con respecto a ia m i sma . Denomi -
naremos blandos o totalmente inelásticos a aquellos que después de la c o l i -
sión (si ha sido choque) permanecen unidos en su movimiento, sin recuperar su 
f o rma primitiva. Serán e lást icos aquellos que recuperan totalmente su f o rma 
primit iva. Y finalmente l l amaremos naturales a todos l o s demás. 
Queda ahora ver hasta, que punto nos encontraremos en condi -
c iones de determinar con toda prec i s i ón el movimiento de l os cuerpos despues 
de la co l is ión sin conocer las fuersao que han intervenido en ella. Hemos dicho 
que. nuestras herramientas serán los dos pr incipios de canserva.ci.on de la ener 
gia y dé la cantidad' de movimiento . (Jn sistema de dos partículas requiere el 
conocimiento de las seis componentes de las P despues, para que queden d e -
terminadas totalmente. Mas de arribos principios solo obtenemos cuatro candi 
c iones por lo que del estado final habremos ' de e spec i f i car dos magnitudes. 
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Lo normal en este caso es dar al vector unitario de la d i recc ión de una 
do las partículas o el ángulo que la velocidad de una f o rma con su velocidad 
antes del choque. 
>.2. SISTEMAS DE REFERENCIA 
Par?, el estudio de las co l is iones , igual que para el de todo 
prob lema f i r i co , será conveniente tomar como, sistema de re ferenc ia aquel 
en el cual la descr ipc ión del fenómeno sea lo más sencil la posible . 
El planteamiento mas general sería tomar unos e jes absolu-
tos, independientes del fenómeno y tornarlos c o m o re ferenc ia para su estu-
dio, Este sisteme,, que denominaremos Sistema Laborator io y des ignaremos 
por L, presenta el inconveniente de que, en general, todas las partículas -
antes y despues de la co l is ión , tendrán unas c iertas ve loc idades , y lo m i s 
m o o curr i rá con su centro de masas que, si suponernos que una de las par 
ticulas permanece en reposo antes de la co l is ión se moverá con respecto al 
s istema L con una velocidad 
m , r • 1 1 
m,+ m, I i 
siendo i. la veloc idad de la partícula de masa m relativa a la segunda de 1 1 
masa. m 2 * ^ o m o hemos supuesto que la de m esta en reposo con respecto 
a L, también será í^ la velocidad de con respecto al m i s m o L . 
Mían o curre que, c o m o hemos dicho antes, todas las fuerzas 
que intervienen son inter iores al sistema, por lo que según v imos en el t e -
nia anterior el movimiento del centro de masas permanecerá invariable. Si 
le tomamos c o m o origen de un nuevo sistema de coordenadas, sistema que 
denominaremos c e n t r o - d e - m a s a s o sisteme!. C, todas nuestras ecuaciones se 
verán notoriamente s impli f icadas ya que eliminaremos esa velocidad de . - - p 
arrastre del centro de masas . Y además concurre el hecho de que al ©star 
en reposo el centro de masas , se cumple 
. m r + MI • r '•>.*• - <-, i 1 7 ? ± _ ± xr¡ r + m r = 0 
n V * r n 2 1 2 2 
esto es , la cantidad de movimiento del s istema de dos partículas es nula 
antes y despues con respecto a ese sistema C. 
3 . 3 . - CASO GENERAL BE CHOQUE. CHOQUE PERFECTAMENTE INE LAS TICO. 
Cons ideraremos en p r i m e r lugar el caso de co l is ión en que 
hay un verdadero choque, esto es, un contacto f i r i c o . No haremos de momen 
to ninguna suposición de que sea elar-ticocoíinelástico, sino que lo trataremos 
con ma mayor generalidad posible . 
Si son Y y Y y v ' y Y2 las veloc idades de las partículas m y r n a n ~ 
Hi-
tes y despues del choque respectivamente, por la. conservac ión de la canti-
dad de movimiento, tendremos 
ra v 4- rn v = m v' 
"1 1 
Ti V I 
1 1 2 2 
m ^ ~ v y = - m 2 (v 2 - v y ^ 3» «í« c¡<^  
con respecto a la conservac ión de la energía, podremos. poner que 
1 re Y. 
1 2 m. V " =• 
- , 2 J_ ^ v ' ¿ o 
1 1 
representado por Q toda forma de nergia que no sea cinética.)" que aparez-
ca despues de la col is ion, c o m o puede ser calorífica. La expresión ante - • 
r ior podra ponerse también c o m o 
.2 . .2 2 m V, + rn V > m V» " " 1 1 2 2 * 1 1 
- 1 ( V Í " V T ) > - m 2 ( V ¡ - • •*) i. 3. 
La continuación del problema, 'por este camino según el -sis-
tema L, se compl i ca a partir de ahora de una f o rma bastante notoria. Nos 
convendrá introducir el s istema C donde el fenómeno es más senci l lo en su 
descr ipc ión . Para, .ello tendremos en cuenta que : 
rn Y -V m V = o 1 1c 2 2c 
siendo V Y V- las veloc idades de las partículas m v m respec to al sis 
ic 2c ~ 1 ' 2 ~ 
tema G. 
y c o m o V_ = V " V y J 1c 1 
V - V 
siendo V la veloc idad del centro de masas queda 
Tema. II) 
V = 1c 
V 
m (Y - V )• 
2 1 2 
- m + m 1 2 > 
m (V - V ) 
V 1 
. rr.^ 4. m J 
c o m o nuevas velocidades de las 
partículas en el nuevo sistema. 
La energía cinética del s istema será (según se vio en el 
rn1 m ? 1 ~ U 2 i I -— | (V - V 2 ' ¡ = - f m | (V., - Y, 
rn, -f m. i 
1 1 
La ley de- conservac ión de la energía, si son m' y m ' las -
nuevas masas de las partículas y Q la energía ganada o perdida &n el fenó-
meno, da 
- I I I» 5 
m (V V ) 7 
'yt V' ) 
2 ' 4- Q con 
c o m o 
m' 
m' 
m ' 4-^1, 1 ¿ 
m i y 1 lc + 
rn1 V» = o 2c 
V» - • = y - y : 
1c 1 





m i (yt = y \ 
2 1 2 
mí 4- m' 1 ' 2 
m ' (V' - V' } 
1 V 1 2/ 
m' 4- m ' 1 2 
Como nuevas veloc idades de las par-
í iculas después del choque y en fun-
ción de sus veloc idades ¿"elativas en 
el s istema L 
c o m o puede verse de las expresiones anteriores 
y = V' yt _ yt = yt 
le 2c 1 2 
esto es conociendo la velocidad relativa de movimiento de las dos part ícu-
las, que será independiente del s istema elegido, podemos determinar per fec 
tamente la velocidad en el s istema C de cada, cuerpo . 
Para pasar al s istema L. tendremos en cuenta que la v e l o -
cidad del centro de masas es igual antes que despues del choque por lo -
que, s í se conoce V quedará 
- M' • • V' 
2 r yi = V - V = ; r-
1 le m' + m ' 
+ 
m' v1 
V' = y + V = 
2 2c m ' 4-m'. 
+ 
ra y 4 - m V " 1 1 2 / 
+ m 2 
m, V 4- m... V_ 1 1 L L 
m. 4- m„ 1 ¿ 
que vemos quedan perfectamente definidas si se conocen V V Y V1 
• .. A " . • 1 2 r 
3 .3 .1 . CHOQUE P E R F E C T A M E N T E INELASTICO 
Vamos a. part icular isar lo anterior a un caso en el que - -
exista una relac ión entre las veloc idades de salida de las partículas : am -
bos saldrán unidas esto es, con la m i s m a velocidad. 
Para facil idad del problema, supongamos que el movimiento 
se real iza en una única dimensión, y que las masas no se han visto a fecta -
das por el choque, esto es, no se ha rodeado energía de f o rma apreciable, 
de manera que haya conducido a una, pérdida de masa , - Esto- da lugar a 
m 1 1 4- m = m X ' 4- m „ X 2 2 1 2 2 
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1 , I . 2 i » 2 i 2 ~ ra lí. i — rn X = — X» + — X1 2 1 1 2 ""2 "2 2 "1 2 2 
con Q energía perdida en ca lo r . 
de manera análoga a c o m o empezarnos a proceder antes, . llegaríamos a 
¿ f > ± + X ' , 1 1 ' 2 2 o 
- ( ír> - X» ) que puede expresarse c o m o 
1 2 - 1 2 
e ( - ¿ 2 ) = ( Z«2. - ( 3 . 3 . c . ) 
siendo e lo que denominamos coef ic iente de restitución y que en cada c a -
si oarticular d choque, tendrá un valor , valof que habrá ¡de estar c o m p r e n -
dido entre O y 1. E\i la expresión (3. 3. c) v e m o s que este coef ic iente , mul -
tiplicado por la veloc idad relativa, de acercamiento es igual a la veloc idad 
relativa de reparación. 
El caso de choque inelást ico •  se corresponde con. e=o, esto 
es, cuando X ' = "JO o sea, las partículas permanecen unidas des'oues del 
2 1 
choque. La perdida, de energía será. : 
T _ rf=~ X -f — - — , + m J y c o m o 
1 " 2 2 1 ¿ ¿ ¿ _ ¿ 1 ¿ 
m X 4- m X z = (m Jf m ) X ' m & +--m 
1 1 2 v 1 2J 1 1 2 2 rj 
m + m 1 L 
sustituyendo arr iba dará una expres ión basta compl icada que de momento -
no vamos a expl ic i tar , • - ¡ • • 
3 . 4 . COLISION ELASTICA 
Una, co l is ión entre dos partículas se denomina elástica cuan 
do no envuelve cambios en sus energías internas. De acuerdo con esto, 
cuando apliquemos la ley de conservac ión ele la energía a tal caso , p o d r e -
m o s desprec iar la energía interna de las partículas en .juego. 
Ut i l izaremos c o m o antes el s istema de re ferenc ia en el que 
el centro de masas de las des partículas permanece en reposo (s istema C) 
Las expres iones de las velocidades en tal sistema serán las dadas en 3, 3, 
Encontrarnos algunas expresiones interesantes en este s i s -
tema . 
P o r la ley de conservac ión del momento es 
0= R + P0 = P . +• P' o sea 1c 2c 1c 2c 
p = _ p P« = _ pi J~lc 2c 1c ' 2c • (3-, 4. a . ) 
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esto es los momentos de las dos partículas permanecen iguales y opueutoí 
despues de la co l is ión y por la. ley de conservac ión de la energía 
á 
P 
2 m, 2 : 












que por-- (3. 4, a») 
(3,4, b, } 
esto es las cantidades de movimiento de cada partícula permanecen asi mis-
m o invariantes en magnitud antes y despues de la co l is ión. ' P o r ello, en. el 








Según (3 .4 . b . ) habrá de ser 
2 2 v = v« í 1 
C C 
1 1 I 
v i ! = I v í 
v - = v; • ¡ i \ , \ ¿c o v 7 = 
i ¿ c l - • 
Un observador situado en el CdM lo único 
que notaría despues de da co l is ión es |ue 
las -part í culas han var iado - las d i recc iones 
de su movimiento oero no ver ía niiiPuna variación en tu magnitud. i ^ o 
Si designamos por n un vector unitiiio en la d i recc ión de -
la partícula m, después, de la col is ión, las velocidades de las dos partícu-
las. serán. 
~T< 1c 
ix' • v n 
"1 Y< 
rn • vn 
1 
i 
:on v - IV - V 
f 1 2 ( 3 . 4 . C . ) 
En el sistema L ser ia 
vn 






""'i V1 + m 2 V Z 
- i 4 " r r ' z 
m V 4- rn 1 1 2 2 
m, -V m 
i. ¿ I 
( 3 .4 . d . ) 
De las leyes de conservac ión c o m o hemos dicho antes, nin-
guna información m©s puede obtenerse ya. Da d i recc ión del vector n c e -
pende de la Ley de interacción de las partículas y su pos ic ión relativa du 
rante la c o l i s i ó n . 
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mvn ni 
rn (P "+-P ) / re +rn 1 1 ?J ' i " " 
(P + P ) / irn + m 
1 1 2> ' 2 
(3. 4. e , ) 
oc = mV 
• f p 4 p ) 
m l + m 2 1 2 
mi m i , . , 
aoncie n. ~ ^^ es la masa reducida -„ 
Dibújeme snun c i r c u l o de radio rziv y u s e -
m o s la construcción mostrada en la f igu-
ra (3 .4 , Cí) . Si el vector n tiene la d irec -
ción de oc , los vec to res A.C y CB dan - -
l os momentos P ' y P ' . Cuando P, y -_ 1 ' 2 1 7 
"2 
son dados , el radio del c i rculo y 
rn 
OI 
m + m i. 
(P1 + . 1 
fig. 3 .4 , OC. 
reparo antes ríe la co l is ión . En este caso 
los puntos A y B son f i jos , pero el C pue 
de encontrarse en cualquier parte del 
c ir culo . 
Consideramos con mas detalle el -
caso de que una de las dos partículas, -
ea la m por e jemplo, se encuentre en 
2 
|OB|= 
m ^ - • ¿ 1 : 
m1 + m 2 " 
m v luego 3 
está en el c i r cu lo . El vector AB es igual a la P, d e la partícula m antes o l 
de la co l is ion . El punto A. esta dentro o fuera del c i r cu lo según m,<ni_ 1' ¿ -
o -ni > m . 
1 2 
(i) m < m 
1 2 
Los doagramas correspondientes puede s e r s e en la figtira 3, 4,p 
Los ángulos 0 y © en estos d iagra-
mas son los ángulos entre las d i r e c c i o -
nes de movimiento despues de la co l is ión 
v la d i recc ión de impacto, esto es la de 
El ángulo X del centro, da la d i r e c -
X 
cion de n , y no es otro que el ángulo 
con la d irecc ión de movimiento de m, 1 
gira, en el s istema C. E s evidente de la (ii) m, > m „ 
AB = P 
Fig. 3 . 4 , ¡3 
f igura que los ángulos ©^ *y ^ son. 
AO 
rn sea-2 
tg © rn + m eos x 
Q =F (%— z ) 
2 2 
Igualmente se pueden dar l a s formulas para las magnitudes 
de las velocidades de las partículas después de la col is ión, igualmente ex-
presadas en función de 
v! = 
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r : — l 2 2 
'./ (m„- + m í + 2 m . m „ eos V .1 . ¿ ¿ 
+ 
2 m i v X v1 = sen — —-2 m } + m 2 2 
La suma ©' + © es el ángulo entre las d i recc iones de movi • i 2 y s s % miento de las partículas despues de la co l is ion. Evidentemente o + © 7 > —- -
si m < rag y e 1 + e 2 > s i rr~z' ' 
Cuando las dos partículas se mueven después en la m i s m a di-
re c c i ón o en sentido contrario , (choque frontal) tenemos x = 7t , esto es, el 
punto C se encuentra en el diámetro que pasa por A, 
En este caso, las veloc idades después de la co l is ion son 
r n i " m 2 - - 2 m l ' -V1 = V VI m , i m_ o 2 m„ + m „ 1 + 2 I + 2 
Este valor de v^ es el mayor posible y por ello, la máxima energía que pue 
de adquirirse es una col is ión, por una partícula en reposo es 
4 rn m 1 "1 2 
2.v :, . = ~2~ m 2 V2 . = ~ (m + r r C F " ' 
max max 1 ¿ 
1 2 s s donde E = —— m v_ es la energía, inicial de la partícula incidente. 1 2 1 , 
Si m , < m . la velocidad de m después de la co l is ión puede te -•i; 2 .. - i r 
ner cualquier d i recc ión . Si rri, > sin embargo,, e'sta partícula puede ser I ¿¡ 
deflectada solamente a través de un. ángulo que no excede de © de una max 
d i recc ión inicial; este máximo valor de © corresponde a la pos ic ión de C -I 
para la que AC es tangente al c i r cu lo . Evidentemente 
OC' 1X12 sen © = •- = — mas; OA m . I 
La co l is ión de dos -part ículas de igual masa, de las que una e-¡-
ta'"'- inicialmente en reposo , es especialmente simple. En este caso, ambas 
B y A. se cuentran en el c í r cu lo , y queda 
— X — X v' = v eos — v ! = v sen.—-— 
Fig. 3 . 4 . y 
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después de la co l i s ión las partículas se mueven en d i recc ión perpendicular . 
En el caso particular de choque de frente ser ía x = % con lo que 
Q 1 = 2 ' G 2 = ° V1 = ° V2 = V 
esto es, las partículas intercambian simplemente sus velocidades, quedándo-
se la una en respe so y la otra adquiriendo el movimiento que tenia la pr ime 
ra con su m i s m a d irecc ión y sentido. 
3 . 5 . DESINTEGRACION DE PARTICULAS 
Este caso , que denominaremos "desintegración expontánea" pue -
de ser incluido dentro del tema general de co l i s iones únicamente c o m o gene-
ralización de s istemas en los que ce aplican los pr inc ip ios de conservac ión -
y que después del fenómeno estudiado, hay que cons iderar el movimiento de 
dos partículas. Podía ser considerado c o m o el caso contrario de choque pe_r 
fectamente inelást ico : aquí de una partícula obtenemos dos, mientras que 
a l l í era de dos obtener una, 
El p r o c e s o se descr ib i rá con mas facil idad en un sistema en el 
que la partícula primit iva está en reposo antes de la desintegración: el s i s -
tema C que en este caso tiene su origen en la única partícula primit iva. L s 
leyes de conservac ión dan 
0 = P + P P = - P 
1 ~ 2 " 1 2 
luego las partículas, como era de esperar , se mueven con sentidos opues- -
tos y el m i s m o P, que des ignaremos , en módulo, por P o 
El principio de conservac ión de la energía habrá de ser apl ica-
do ahora teniendo en cuenta las energías internas de las partículas en juego, 
esto es, ver i f i car 
P ¿ P 2 ' 
E = E + 2 + E + 2 — 
1 i l 2 rn i2 2 m X tJ 
donde rn y rn son las masas de las partículas resultante, E v E svs I ¿ i l 7 i2 
energías internas y E. la de la partícula madre . La energía de des integra-
X 
ción será la. d i ferencia 
p ¿ p . .p2 
€ = E - E - E = + * ° - — i i l i2 ¿ rn 2 m 2 m 1 2 
donde m es la masa reducida de las dos partículas y de donde. • conocido 







Podríamos hacer aquí ahora el paso al s istema L y tener 
una representación gráf ica análoga a la que v imos en el choque elást ico . Pe 
ro nuestro éstúdio va a quedar reducido a. lo visto aquí"» 
3 , 6 . DISPERSION, 
El fenómeno de la d ispers ión se presenta en el caso de co l i - -
sión entre dos partículas cuando entre ambas existe un c ierto tipo de i n t e -
racc ión, interacción que no es del tipo de fuerza de contacto que hemos 
visto hasta aquí", si no que es una c ierta acc ión a. distancia, c o m o puede cer 
la aparición de fuersas e léc t r i cas , magnéticas o gr avitacionales. 
Ya v imos en el Tema II que el movimiento de un sistema de -
dos partículas, en cuanto a una energía se re fer ía , era. equivalente al de -
una única, con masa la reducida de ambas y velocidad la relativa ehtre 
el las (tomando c o m o sistema de referencia, el . C),. sometida a un potencia." -
V(r) cuyo centro estuviera en reposo y fuera, ex centro de masas de las eos 
partículas or ig ínalec . 
El estudio de la d ispers ión que e fectuaremos será más bien, -
descr ipt ivo sin meternos de' lleno en su estudio analítico per ser de una no 
toria complej idad. P o r ello nos l imitaremos, a expresar resultados, sin indi-
car e l camino seguido para. su obtención, 
La representación gráfica, puede verse 
en las f iguras (3. i ,ü ) . En la p r i -
m e r a queda representado el fenómeno 
tal y c o m o seria, visto en el s istema 
L mientra, s que en la segunda lo es -
en el s istema C. En la (i) vemos que 
la partícula, de masa m, se a cer ca 
en una d irecc ión determinada hacia la 
partícula rn,,, en reposo . Su línea de 
movimiento no co incidirá en general -
con la línea de unión de las p a r t í c t - -
laso La distancia P entre la recta so 
norte del movimiento de m y la xr 
en reposo , es lo que se denomina 
parámetro de impacto , y dara una 
idea de lo d irecto que es la co l is ion. 
En el caso de que sea. P - 0, se 
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se tratará de un choque central o de frente. Vemos que, una ves las part í -
culas se encuentran a- una distancia determinada, comienzan a aparecer f u e r -
zas entre arabas debidas a los potenciales existentes. Comienza pues un mo 
vimiento que tenderá a separarlas . Las • cantidades de movimiento se segui-
rán conservando por tratarse de fuersas internas al sistema, y a s í p o d r e -
m o s poner 
m v = m ^ eos ©' + m v> c o s e n 
¿ A i 2 2 ' o 
m v1 sen© ' 4- m v' sen ai 1 1 1 2 2 2 J 
estas veloc idades v[ y v ' serán lo.s de un instante determinado y variación 
X ó 
de manera gradual según varié el potencial entre ambas. En un momento -
cualquiera, la energía del sistema ser ía . 
E = - y - ^ i = - Y - ' * 1 ! * ! 2 + ~ t m 2 V 2 2 + u ( r i " T2' 
Las velocidades v', y vi, variaran según varié ü ( r - r,,). Ahora bien, l i o - -
gará un momento en que, debido a la distancia r - r que la.c separe, es-
X 
ta energía potencial l íegará a ser desprec iable y únicamente quedarán como 
energías útiles las c inét icas . Podremos poner entonces 
1 2 1 , 7 , 1 — ~ m., v , = —-— m„ v'£ ,+ —— m „ vlr 1 1 
que junto las dos anter iores nos proporc iona t r e s / e c u a c i o n e s para cuatro 
incongnitas: v ' , vi,, © Conocido una de ellas, podremos obtener las I ¿i 1 2 
restantes y tener a s í el problema resuelto . 
Con respecto al sistema, C el planteamiento del prob lema se 
reduce al del movimiento de una partícula en un campo central, esto es , 
con fuersas dirigida o hacia un punto f i jo . Puede demostrarse que en este -
caso , la trayectoria, que sigue la partícula es s imétr ica con relac ión a la -
línea que une el or igen con el punto más próx imo a el en el movimiento 
de m . La trayector ia es una hipérbola cuyas asíntotas formaran un ángulo 
cj> con la m i s m a . Este ángulo puede l legarse a él, y es 
ar 
, i n ! \ í [ i - ( p Z A 2 ) 7~(2 u / m 7 7 
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El ángulo 3l con que la partícula es girada en su trayector ia se-
x = I % - 2 $ i o 1 
P es el parámetro de impacto a que hemos aludido antes. sera, la ve loc i -
dad de la partícula, en el infinito, esto es, cuando -se cons idere ajena al cara 
po. La energía cinética a l l í sería . 
T = ir:. v ¿ con m = - 1 5 V ^ z~ i - v t , L ¿ + m 7 ¿ 
Vernos de todo esto que, relacionado con P, habrá una c ierta 
área de valor 7tp en torno a la cual el efecto de m^ es el m i s m o . Habré 
un valor P, por encima del cual, la d ispers ión no será aprec iable . Este l í 
rnite nos da una secc ión que denominaremos secc ión e f icaz de choque 
T E M A IV 
OSCILACIONES DE PEQUEÑA A M P L I T U D 
4.1. - - INTRODUCCION 
E l plante amiento del p r o b l e m a de l as o s c i l a c i o n e s de p e q u e -
ña. amplitud puede r e a l i z a r s e p o r dos c a m i n o s d i f e rentes . Uno, que p o d r í a -
m o s denomina r c l á s i c o , m a s comunmente usado en l o s l i b r o s de Física y' -
que se basa fundamentalmente en el ésú id io de l a s f u e r z a s que actúan s o b r e 
e l c u e r p o o .part í cu la -que se mueve , dando lugar a - las c o r r r e s p o n d i e n t e s -
e c u a c i o n e s de m o v i m i e n t o , Y o t ro , que e s el que s e g u i r e m o s aqui de po ten -
c ia o p e r a t o r i a m á s ampl ia y que no se basa en las f u e r z a s , sino en las -
energ ías que puede p o s e e r en cada punto, es tas energ ías , caso de s e r p o -
tenc ia les darán lugar a unas f u e r z a s que serán l a s m i s m a s que se p lantea -
ban d i r e c t a m e n t e p o r e l p r i m e r camino . El fundamento de este ultimo ir.é-
todo se dio en l íneas g e n e r a l e s en el u l t imo punto del t e m a II. 
4. 2. OSCILACIONES LIBRES EN UNA DIMENSION 
Dentro de- l o s p o s i b l e s m o v i m i e n t o s qu puede e f e c t u a r un s i s -
t ema m e c á n i c o , uno de l o s m á s c o m u n e s en aquel en-e l q u e - é s t o se m u e v e 
en torno a una p o s i c i ó n de equ i l ib r i o estable repi t iendo su p a s o p o r un c i e r -
to punto a in terva los regulares de t iempo , esto es , veri i icá-ndóse: 
r = r ít) = r (t ¿ T) = = r (t * n T) 
donde T . o p e r i o d o del m o v i m i e n t o , e s el t i empo que tarda en v o l v e r a p a -
sar p o r el m i s m o punto con análogas c a r á c J e r í s t i c a s de v e l o c i d a d . Aquí" con 
s i d e r a r e m o s so l o el c a s o m á s senc i l l o de todos , esto es , aquel en el que : 
el sistema p o s e e un único grado de l i ber tad y p o r tanto r e a l i z a un m o v i m i e n 
to en una única .¿dimensión. 
L a part í cu la o s i s t ema que se m u e v e supongamos que se e n -
cuentra somet ida a la a c c i ó n cíe un c a m p o que l e o r ig ina una energ ía po ten -
c ia l u (i¿) dependiendo del punto :;-r donde se encuentra . En aque l los puntos 
donde esta energ ía tenga un m í n i m o se v e r i f i c a r á que -.££, - 0 y como F=-Vu= 
- • - — ^ la f u e r z a que actuará sobre la par t í cu la s e rá nula y p o r tanto 
d% -
si aquel la no p o s e e ninguna energía- c inét i ca p o d r a p e r m a n e c e r al l í en t o -
tal r e p o c o : s e rá un punto de equi l ibr io , Un deoplazamiénto de este punto -
o r i g i n a r á una f u e r s a r e c u p e r a d o r a de v a l o r - du/cbe aue tenderá a v o l v e r al 
s i s t e m a al equi l ibr io , ; r¡ que si e l desp lazamiento fue pos i t ivo , la f u e r z a -
s e r á negaí*"*ra y v i c e v e r s a . Un m á x i m o , en cambio , de u (x) no s e r á punto 
de equi l ibr io , aunque si l o puede ser de r e p o s o ya que, en el s í s e r á la -
fuerza que actué nula, p e r o un desp lazamiento p o s i t i v o a c a r r e a una fuerza 
también pos i t iva que le a l e j a r á del mismo . 
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Sea x el v a l o r de la c oo rdenada p a r a el que u (x) t iene 
o 
un m í n i m o . E, va lor de u (x) en o t ro punto p o d r á o b t e n e r s e p o r d e s a r r o l l o 
de T a y l o r y as i : 
u (zc) = u {pz. ) -f 
V 
(r: + í ' / ' • • • • 
L c x 
de es te d e s a r r o l l o , si"'los desp laaamientos (x - x } sob lo su f i c ientemente -
o' 
pequeños p o d r e m o s prescin - " r de l o s t é r m i n o s de t e r c e r grado . E l segun-
do sumando, p o r o t ra parte , s e r á nulo p o r las p r o p i e d a d e s de u ©n x. 
Con esto queda, si t o m a m o s uf-j;- )= o c o m o energ ía po tenc ia l de r e f e r e n c i a -: o 
y l l a m a m o s a : 
^ ¿ V 
'y [<:. 1. a . ) " 
e l valor, de K es p o s i t i v o p o r tra;rse de un m í n i m o . 
;. Así- pues,, la e n e r g í a potenc ia l que p o s e e r á un sistema - en ..tai 
•punto x, del campou(x) s e rá la . dada por (4 .1 . a). A esta, energía quedará ,su 
mada la c inét i ca que pueda p o s e e r y que en genera l , .-si: m e s su m a s a , .que 
- L T 2 ~L (qA-k) 
C o m o e l c a m p o u ( x V e s un c a m p o eminentemente conservativo ya que se vf 
r i í i c a según puede c o m p r o b a r s e la igualdad 
U3, ~ U'/r 
la energ ía total p e r m a n e c e r á constante y v a r i a r á con e l t i empo , de donde 
d. 
= K X X -J. • m X X = 0 que conduce a 
K X 4. X.vn = (4.1; c . ) 
que nos da la ecuación de m o v i m i e n t o , Si p o n e m o s m=y -queda: 
11 m 
x ¿ a)' : 
cuya so luc ión genera l e s : 
X = C con urt 4. C sen ü>t 1 7 (4. i. d.) 
que puede ser también e s c r i t a c o m o 
X = a eos (ü)t * "CC ) 1 4,1. e . ) 
ya que eos ü)t eos oC - sen yjt sen cC= eos (urt + oC } y comparándo las se tiene: 
2 2 
a = h¡ ( C. + C„ } tn; oí 1 ¿ 
1 
A s í pues , c e r c a de la p o s i c i ó n de equi l ibr io estable , el s i s tema ejecuta 
o s c i l a c i o n e s a r m ó n i c a s . E l coe f i c i ente a se denomina amplitud de las o s -
c i lac i ones , y el 'argumento del c o seno , su f a s e ; cí es el va lor in ic ia l de 
la fase y evidentemente de pende de la e l e c c i ó n del or igen del tiempo, La, -
cantidad _05 se denomina pulsación o f r e cuenc ia c i r cu lar ; en l os l i b r o s de - -
f í s i c a t e ó r i c a se suele des ignar únicamente c o m o f recuenc ia . Vernos, referen 
te a esta última, que es una característica de- la o s c i l a c i ó n e independiente -
de las cond ic i ones in i c ia les del mov imiento . ' 'No es función m a s que de las 
prop iédades del s i s tema m e c á n i c o m i s m o . R e c a l q u e m o s de nuevo que esto 
so lo es vál ido para pequeñas o s c i l a c i o n e s y que las de mayor amplitud las 
f o r m u l a s serían o t ras al tenr que c o n s i d e r a r en el d e s a r r o l l o de U (X) t é r -
minos de ó rdenes s u p e r i o r e s . 
Según puede v e r s e d irectamente en (4.1, d . ) . el p e r i o d o del m o -
vimiento sera 
2 71 + Ui t=0 ) Í t + T) 0 ' 2K i rr-
[ = > | T = — =" 2tc \f 
< J 
Puede v e r s e que este va lor es. el mismo - que el que puede o b -
tenerse aplicando la r e o r í a expuesta al final del terna II. Alli v i m o s que - -
el p e r i o d o de un mov imiento o s c i l a t o r i o venía dado p o r 
I 2 
T (E) = l\j 2m J d X 
K x l\¡ E - U (X) 
aquí habr ía que sustituir U (X) K La integrac ión es c a s i d i rec ta 
conduce a un p e r i o d o que es exaetc -¿ente el m i s m o que .el obtenido. 
Queda c o m o ejercicio para el l e c t o r . 
La. energía total de un s i s tema que ejecuta estas pequeñas 
o s c i l a c i o n e s es : 
1 ' 2 1 2 i , ' 2 2 2 
F = -^r m X + K X = — ^ ( X " + t« x ) 2 2 /. 
que con (4. l . e . ) queda: 
U -
E = m v ? a 2 ' ' (4 . l . f . ) 
de donde v e m o s que la energ ía er, p r o p o r c i o n a l a' la amplitud o v iceversa . . -
Esto, que g r á f i c a m e n t e se ve de una f o r m a d i r e c t a ce -optiene -ademas t e - -
niendo en cuenta que la energ ía potenc ia l , g r á f i c a m e n t e , es una paraba la 
de e cuac i ón 
ü (X) = - 4 - m O)2 X 2 
o 
que para X =. a dará un punto sobre el la donde toda la energ ía es potenc ia l 
y de valor la total que p o s e a el s i s t e m a . 
La dependenc ia con. el tiempo de la p o s i c i ó n e s p a c i a l se r e p r e -
senta a, menudo c o m o la parte r e a l de la e x p r e s i ó n c o m p l e j a 
X = R í A. exp' { iO)tV e -
donde A. es la amplitud c o m p l e j a de va lor A = a exp ( i C-í), cuyo módulo - -
es la amplitud o rd inar ia y su argum.ento la f a se inicia,!. El uso de í a c t o - -
r e s exponenciales e s m a t e m á t i c a m e n t e m á s s imple que e l de t r i g o n o m é t r i -
c o s ya que su f o r m a permanece invar iab le p o r la d i f e r e n c i a c i ó n . 
4 . 3 . OSCILACIONES F O R Z A D A S . 
• C o n s i d e r e m o s ahora el c a s o de que además de la energ ía poten-
c i a l considerada en el c a s o anterior- haya otra ad ic ional de la ' f o r m a U (x, t) e 
debida a un c a m p o externo al sis.tema. Esta energ ía po tenc ia l -creará una -
íuersa externa var iab le que actuará sobre el m i s m o , ob l igándole a real iza : / 
unas o s c i l a c i o n e s que denominaremoc f o r z a d a s , c ont rar iamente al c a s o 
antér ior que las habíamos denominado l i b r e s . , 'Estas o s c i l a c i o n e s seguir-e- -
mos -suponiendo son- de pequeña" amplitud lo que implica que "e l c a m p ó exter 
no es débi l ya que si no lo fuera , l o s ' desp lazamientos x ' t om ar ían v a l o -
r e s demasiado> grandes . Ya, v e r e m o s que, aún tratándose de c a m p o s d e b i ó -
l e s , puede l l egar un c a s o en el que la amplitud puede l l egar a ser tan 
grande c o m o e l s i s t e m a lo p e r m i t a . 
La energ ía de este sistema ohorp., naturalmente , no se c o n s e r -
v a r á ya que el s i s t e m a gana, energ ía de la f u e n t e ' d e l c a m p o externo." 
'—Veamos- la f u e r z a debida a dicho campo. Será c o m o s i e m p r e 
bU e que sera , ñor xxxalxoente una función del t i empo y que, en o X 
genera l r e p r e s e n t a r e m o s por F(t ) , 
La energ ía adic ional U (t, x) puede ser d e s a r r o l l a d a en s e r i e 
de po tenc ias de x» teniéndose, si nos quedamos con e l primer - t é r m i n o so 
lo de l d e s a r r o l l o , p o r ser x un de Emplazamiento pequeño 
U ',:<:, t) = U (O, t) + X e e 
bU 
bx 
A = U (O, t) - x F(t) jr "= O C 
La total en un punto x q u e d a r a as i : 
E = — m x 2 + - 4 - K x 2 + U (0, t) - x F (t) 
a q u í no p o d r e m o s h a c e r l o que h i c i m o s - en 4 . 2 . de d e r i v a r c o n r e s p e c t o al 
. t i empo e igualar a c e r o p o r l o que hemos d i c h o antes de- s e r c a m p o s , en -
/ / 
g e n e r a l , no . c o n s e r v a t i v o s y func ión de l t i e m p o . L a s a n t e r i o r e s e n e r g í a s p_o 
t e n d a l e s a c a r r e a r á n una f u e r z a de v a l o r 
F(t) = - Kx 4- F (t) 
queda, corno e c u a c i ó n de m o v i m i e n t o . 
F (t) x + O) m 
(4. 3. a) 
c ono ) , c o m o antes , p u l s a c i ó n de l a s o s c i l a c i o n e s l i b r e s . 
L a s o l u c i ó n g e n e r a l de (4 . 3. a. ) se c o m p o n d r á de la suma de una-
s o l u c i ó n de la h o m o g é n e a y una p a r t i c u l a r de la i n h o m o g é n e a . La p r i m e r a -
s e r á la ya v i s t a en el 4 . 2 . L a p a r t i c u l a r d e p e n d e r á de l t ipo de F( t ) . 
E l c a s o p a r t i c u l a r m a s in teresante de F(t) s e r á cuando sea.-de -
la f o r m a 
F(t) = F e o s ( y t + f3 ) (4 . 3. b . ) 
L a s o l u c i o n p a r t i c u l a r . en. e s.te c a s o , s e r a de la f o r m a x = i 
= b e o s (y i + jS ) que sustituida • en ( 4 , 3 . a . ) c o n d u c e - a 
, F 2 7 m( 0) - y'") 
c o n i o que ya queda 
x = a e o s (0) t + oC ) + 
TT 
2 • ~ CO® ^ + ^ ^ (4 . 3. c . ) 
m( 0)" - y") 
l as c ons tantes a y <X, dependerán de l a s c o n d i c i o n e s i n i c i a l e s . 
V e m o s que la s o luc i ón se c o m p o n e pues de la suma de dos o s c i 
l a c i o n e s : una con la f r e c u e n c i a i n t r í n s e c a del sistema, y o tra con la J de 
la fuerza. . 
E s t o es v á l i d o p a r a toda a. e x c e p c i ó n de cuando t iene e l v a l e r 
7 = ÍD . S i m p l e m e n t e c o n sust i tuir en (4. 3. c) v e m o s que adquiere..valor i n -
f inito ; p e r o p a r a d e j a r m á s patente, la. v a r i a c i ó n con e l t i e m p o , lo p o d e m o s 
p o n e r corno . 
x = a' e o s (oj t + cC ) + F 
m ( oj 2, 
( e o s ( yt + B ) - cos(cut + (3 ) 
í > 
donde ahora r,! -/- a . 'Cuando el segundo sumando, es de la- f o r m a %. 
R e s o l v i e n d o p o r L 'Hop i ta l la indeterminac ión queda 
x = a' e o s (uo t + oí ) + ~ — t seníuj t + 6 )(4. 3. d . ) ¿ rn a) 
que v e m o s indica que la amplitud de l as o s c i l a c i o n e s c r e c e con el t i e m p o . -
A este f enómeno se le da e l n o m b r e de RESONANCIA, y tiene una i m p o r t a n -
c ia m u y grande cuando ex isten f u e r z a s que" pueden actuar sobre un s i s t e m a . 
Si l a ' f r e c u e n c i a de las m i s m a s es la p r o p i a de es te , " p o d r í a l l egar a a c á - -
r r e a r su d e s t r u c c i ó n . 
4. 4. OSCILACIONES' AMORTIGUADAS. 
Hasta aquí, aunque exp l í c i tamente no se haya dicho , h e m o s c o n -
s iderado que e l m o v i m i e n t o tenía. . lugar en e l v a c í o o que el e f e c t o de l m e -
d io que rodeaba al s i s tema estudiado, s o b r e es te era. d e s p r e c i a b l e . A h o r a -
bien, en la rea l idad el m o v i m i e n t o tendrá lugar 'dentro de un m e d i o f í s i c o -
que e j e r c e r á una c i e r t a r e s i s t e n c i a s o b r e el frenando'• su m o v i m i e n t o . La 
energ ía del c i ierpo se i r á dis ipando y convirt iéndose- en calor. E l p r o b l e m a 
deja pues de se r e s t r i c tamente m e c á n i c o p a r a entrar a s í en juego o t ras ' -
magni tudes . ; • • 
Ex i s te , sin e m b a r g o , una c l a s e de c a s o s en l o s que el m o v i m i e n 
to dentro de un m e d i o puede ser d e s c r i t o aproximadamente con la inc lus ión 
de unos t é r m i n o s adit ivos en las e c u a c i o n e s m e c á n i c a s de l m o v i m i e n t o . Es -
tos t é r m i n o s adit ivos c ons i s t en en lo que denominaremoo f u e r z a s ' de f r i c c i ó n 
y dependen so lo de la v e l o c i d a d ' de l s i s t e m a . P a r a encontrar la e x p r e s i ó n -
que u s a r e m o s , p o d e m o s d e s a r r o l l a r d ichas f u e r z a s en s e r i e s de po tenc ias 
de x , con tal que ésta sea lo suficientemente pequeña. E l término de o r d e n 
c e r o es nulo yá que no puede ex i s t i r f r i c c i ó n cuando el c u e r p o es tá en r e g ó 
so . E l p r i m e r t é r m i n o no nulo s e r á p r o p o r c i o n a l a la v e l o c i d a d y, si despre 
c i a m o s l o s de orden s u p e r i o r , p o d r e m o s d e c i r que la f u e r z a de f r i c c i ó n es 
de la f o r m a 
- OC k 
donde <X es un c o e f i c i e n t e pos i t i vo y e l .signe m e n o s indica, que la f u e r z a a c -
túa en sentido opuesto al de la v e l o c i d a d . Con esto , la e c u a c i ó n de rn.ovi- -
miento queda 
m x" = - K x - oí x (4.. 4. a . ) 
2 d iv idiendo tsor m y l lamando a K/m. =0) y a <X/r±-> = 2 X d 
donde 
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CU = DUISación de las o s c i l a c i o n e s l i b r e s en ausencia de rozamiento 
o . 
X = coe f i c i ente de amort iguamiento 
queda 
x + 2.X i +.coZ x = 0 (4. 4. b . ) 
o 
Esta ecuac ión d i ferenc ia l de segundo grado con coef ic ientes , constantes ten-
drá so luc iones de la f o r m a , , x = exp (r t¡ 
donde r serán las so luc iones de la ecuac ión característica 
r 2 + . 2 r X + ( J J ¿ ' = 0 o 
esto es 
r „ = - X ± \l X ¿ -U) 1, 2 - V o 
la so luc ión queda a s í 
x = c 1 e r l v + c e ' 2 l (4. 4. c . ) 
A part ir de aquí, dependiendo de la r e lac i ón entre Xy üü p o d r e m o s encon--o " 
tramos una ser i e de c a s o s que v a m o s a' estudiar b revemente , 
Si X < cu nos encontramos dos v a l o r e s c o m p l e j o s de r . Esto da o 
lugar a que la so lución de la ecuac ión generad de mov imiento pueda ser 
r e e s c r i t a c o m o 
r 2 - 2 
X = Re A exp ( - X t + i Aj U) - X t) 
Donde A. es una constante c o m p l e j a arbi trar ia , o c o m o 
x = a exp. ( - X t) eos (üü t + cC ) (4, 4. d . ) 
con CU - jw UJ" - X ¿ y a y oí constantes r e a l e s . E l m o v i m i e n t o d e s c r i t o V o ' 
por esta f o rmula cons is te pues en o s c i l a c i o n e s amort iguadas , esto es , aque-
l las o s c i l a c i o n e s cuya amplitud d e c r e c e con el t iempo según el coe f i c iente 
- Xt 
e 
La- rasen de d e c r e c i m i e n t o de la amplitud viene dada, por el exponen-
te X . V e m o s que la pulsac ión alio ra es m e n o r que la que tendr íamos en 
ausencia de f r i c c i ó n , esto es , en o s c i l a c i o n e s l i b r e s . Esta discriminación 
en la f r e c u e n c i a c o m o resultado de la f r i c c i ón e ra de e s p e r a r desde el m o -
mento en que esta retarda el movimiento . 
Si X > CU l o s v a l o r e s de r son ambos r e a l e s y negat ivos . La -o 
forma, general de la so luc ión será 
j— — 
x " c j exp f - |X' . /\/ X2 ' _ w 2 t J - c 2 exp j X + f \ [ \ 2 . - a) 2 ) t i 
(4 .4 . e . ) 
v e m o s que ahora, cuando la f r i c c i ó n es l o suf ic ientemente intensa, el rnovi • 
miento cons i s te en una aprox imac ión asintótica (cuando t-n*-*-oo) a la posición. 
de equi l ibr io . Este tipo de mov imiento se' denomina amortiguamiento aperió 
d i co o superamort iguado . 
' Finalmente, cuando X = CU nos encontramos ante el c a s o de o 
amort iguamiento c r í t i c o , en el que la so lución de la ecuac ión característica 
tiene una ra iz doble de va lor 
r = - X 
La so lución genera l de la ecuac ión d i ferenc ia l es entonces 
x = ( c 1 2 C B 
4. 5. OSCILACIONES F O R Z A D A S BAJO FRICCION 
La teoría, de las o s c i l a c i o n e s f o rzadas bajo f r i c c i ó n es entera -
mente análoga a la dada en 4 . 3 . para, las o s c i l a c i o n e s sin f r i c c i ó n . Conside 
r aremos únicamente aquí el c a s o de fuerza, externa periódica., que es el que 
m á s Ínteres presenta . La ecuac ión de mov imiento será ahora s implemente 
2 f 
'x + 2 x + u) x = —=— eos y t (4. 5. a.') ' o m ' 
cuya so lución s e r á suma de la homogénea m á s una particular de la c o m p l e -
ta. La so luc ión de la homogénea, vimos en 4 . 4 , era de la f o r m a 
a exp. { - X t) eos (u)t + oí) 
mientras que la de la comple ta será 
b eos (y i + ) 
esto es , será -
X t 
X . = a E c o s ( o j t + cC ) + b C O S ( U J t + ) ( 4 „ .5 .b . ) 
donde puede córaproba.rse es : • ' : 
b = , • ,, ~ — — — -t ta ó -- 5 c ) 
miy- (üj- - yZ )Z + 4 X 2 yz • " ° - y 2 - cuo2 : . 
el p r i m e r sumando de esta so lucion v e m o s que c r e c e exponencialmente con 
e l t iempo, por l o que, después de un intervalo sufic iente, so lo quedará el 
segundo, esto es 
x = b eos ( y t + ) 
v e m o s en (4. 5. c . ) que ahora cuando esto es , cuando nos a c e r c a m o s 
o 
la resonanc ia , las amplitudes no incrementan su va lor independientemente, 
sino que l legan a un va lor límite que es b = í / 2 m . Mas este no es el 
valor m a y o r que pueden tomar , que será cuando el denominador de b tenga 
un m í n i m o y esto es para 
- 2 { UJ2 - y2) 2 y T £ X2 = 0 = a)2 - 2 X 2 o o 
P a r a X « 03 v e m o s que U3 d i f i e re solamente de J en una cantidad infim -o o 
te sima. 
E l estudio de las o s c i l a c i o n e s en este caso , a part ir de aquí, 
se c o m p l i c a de una f o r m a bastante señalada, por lo que en pr inc ip io queda, 
fuera del a l cance que le intentamos dar . No cont inuaremos , pues, m a s . 
4. '6. RESUMEN FINAL 
Todo lo v isto hasta aquí tiene una. c irnportancia muy notor ia p o r 
dos hechos : uno p r i m e r o por t ratarse de mov imientos que, en la vida real» 
se dan de una m a n e r a f recuente y uno segundo, porque según el d e s a r r o l l o 
en se r i e de F o u r i e r , todo fenómeno aper i ód i co o de per iod i c idad no armoni 
ca, puede d e s c o m p o n e r s e en suma de mov imientos a r m ó n i c o s , que han sido 
l o s v i s tos hasta quí. 
L o s de mov imiento a r m ó n i c o que se encuentran m a s c o m ú n m e n -
te son aquel los en l os que, en mecán i ca , intervienen péndulos con pequeñas 
e longac iones o r e s o r t e s que se e s t i rar un desplazamiento no muy grande, -
En l o s p r i m e r o s , la constante K del mov imiento tiene un va lor que depen 
de de la longitud del péndulo y del va lor de la gravedad en el punto en. que 
se efectúa el mov imiento . Su va lor exacto puede encontrarse de la de f in í - ~ 
c ión de K que se dio anter iormente , que e ra 
K d~"U 
i £ d X 
O 
A q u í será U = m g h siendo h la altura con r e s p e c t o al nivel de r e f e r e n 
cia; expresándola en función de la distancia a la ver t i ca l por el punto de 
suspensión, es , al c o n s i d e r a r l os d e s p l a z a m i e n t o s , h = x " / 2 1 o sea, 
2-
x , mg U = mg ——— que derivando dos v e c e s , resul ta K = r 2 -o 1 1 
de donde 
/ K ( tsj.P í P CU = A/ = a/ f— = A / —?— que conduce a 
¿ra 1 T = de acuerdo con lo va conoc ido . 
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En el c a s o de l mue l l e , la K es s implemente un p a r á m e t r o de cada r e s o r -
te y que n o r m a l m e n t e d e b e r á ser c o n o c i d o e r p e r i m e n t a l m e n t e . 
E l estudio realizado aquí, p r inc ipa lmente con energ ía m á s que 
con f u e r z a s , p resenta la notable ventaja de p o d e r ser ap l i cado c a s i sin varia, 
ción a" '-muchos otros casos no m e c á n i c o s , corno pueden ser las o s c i l a c i o n e s 
de un s i s t e m a L - C en donde la ap l i cac i ón de las energ ías que entran, en jue-
go conduce a e cuac i ones p o r c o m p l e t o idénticas• a las v i s tas en este tema. 
<fc , & dt 
ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS DE TELECOMUNICACION 
TEORIA CINETICA -DE LOS GASES 
TEMA V 
5 .1 . CONSIDERACIONES GENERALES La teoría cinética de los gases cons-
de la teoría molecular/ 
tituye solo una rama/de la materia, que considera que los tres estados de 
agregación, sólido, liquido y gaseoso, son esencialmente discontinuos y forma 
dos por un gran número de partículas discretas demoninadas moléculas. En los 
dos primeros estados las moléculas están separadas por distancias del orden de 
magnitud de sus diámetros, esto es . del orden de algunos ángstrons, conté-
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niendo por tanto alrededor de 10 - 10 átomos por cm . 
En el estado gaseoso, por el contrario, están separadas por distancias muy 
superiores, y además variables continuamente según luego veremos. 
Ya sabemos que, para estudiar el comportamiento de la materia 
podemos hacerlo por dos caminos : el macroscopio y el microscopio. Para 
seguir el primero nos basaríamos únicamente en aquellas propiedades de los 
cuerpos que son observables, bien a simple vista, o bien con los medios de 
observación que a nuestro alcance tengamos. Intervienen pues los elementos 
sensoriales de que dispongamos y no operaremos mas que con estas cuya rea-
lidad física puede ser comprobada directamente. En cambio, el camino mi-
croscbpico se basa en cantidades que no son directamente medible; así'pueden 
ser por ejemplo . el número de moléculas de un gas, sus energías o sus ve-
locidades. No son observadas directamente sino solo sugeridas. Ambos proce-
sos, el macroscópico y el microscópico, actuando sobre un mismo cuerpo, de-
berán conducir a un mismo resultado , siempre claro es que sigamos un pro-
ceso estadístico por el que pasemos del micro al macroscopico. 
Muchos de los fenómenos exhibidos por la materia son solo expH 
cables admitiendo que las moléculas que la constituyen están en constante y 
rápido movimiento. Tales son, por ejemplo, la difusión de gases y líquidos, 
la evaporación de la superficie libre de los líquidos y la tención de vapor de los 
sólidos. Y asi como la termodinámica es una ciencia eminentemente experimental 
y todas su consecuencias están deducidas sin hacer ninguna hipótesis sobre -
la estructura de la materia, la teoría, cinética está basada en un modelo 
molecular al cual aplica las leyes de la mecánica, y esto le permite explicar 
las propiedades macroscópicas de la materia mas allá de los alcances de la -
Termodinámica pura. 
La teoría cinética de los gases fué establecida finéticámente 
por Maxwell y Clau slus y ampliada psteriormente por Boltymann, Jeans y 
otros. Su desarrollo es mas sencillo que en el caso de los líquidos y los só-
l íelos ya que la a u s e n c i a c a s i , total de f u e r z a s de-.-cohexión s i m p l i f i c a e x t r a o r -
d i n a r i a m e n t e e l t r a t a m i e n t o ana l í t i co . L a s h i p ó t e s i s f u n d a m e n t a l e s del m o -
de lo m o l e c u l a r en que se h a r á la t e o r í a c i n é t i c a de l o s g a s e s son l a s que v e -
r e m o s a cont inuac ión . 
5 . 2 . . .HIPOTESIS D E L MODELO MOLECULAR 
5 . 2 . 1 . Cualquier v o l u m e n f ini to de gas , por pequeño que lo c o n s i d e r e m o s c o n s 
ta de .un gran n ú m e r o de p a r t í c u l a s i g u a l e s que se pueden i d e n t i f i c a r con l a s ' 
m o l é c u l a s q u í m i c a s . En c o n d i c i o n e s n o r m a l e s de p r e s i ó n y t e m p e r a t u r a un 
3 2 ó K i l o g r a m o m o l ocupa un v o l u m e n de 224 m y cont i ene 6, 03. 10 m o l é c u l a s 
(número de Avogadro) . 
5. 2. 2. E l d i á m e t r o de l a m o l é c u l a , c o n s i d e r a d a e s f é r i c a , e s m u y pequeño. 
c o m p a r a d o con la dmtanc ia que e x i s t e por t é r m i n o . m e d i o entre dos m o l é c u l a s 
P a r a l o s g a s e s a la t e m p e r a t u r a ambiente y p r e s i ó n a t m o s f é r i c a n o r m a l e s t a 
d i s t a n c i a e s de l orden de 3.10., mi, m i e n t r a s que l o s d i á m e t r o s m o l e c u l a r e s son 
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a p r o x i m a d a m e n t e de un. orden de magni tud i n f e r i o r , o s e a 3. 10 . m . • En con 
s e c u e n c i a , l a s a t r a c c i o n e s mutuas m o l e c u l a r e s y l a s f u e r z a s de c o h e s i ó n se 
reducen h a s t a a n u l a r s e p r a c t i c a m a n t e . . * 
5. 2. 3. E l i m i n a d a s l a s f u e r z a s de coex ión , l a s p a r t í c u l a s , en a u s e n c i a de. 
f u e r z a s e x t e r n a s , s e d e s p l a z a n con m o v i m i e n t o r e c t i l í n e o y so lo modi f i can ' su 
d i r e c c i ó n en l o s choques'. .con o t r a s m o l é c u l a s , o con l a s p a r e d e s de l a v a s i j a . 
En consecuenc ia - la .energía de l a s m o l é c u l a s de un g a s p e r f e c t o e s p u r a m e n t e 
c iné t i ca , excep to en l o s b r e v e s i n s t a n t e s en que se v e r i f i c a n l o s c h o q u e s . 
5 . 2 . 4 . L o s choques de l a s . m o l é c u l a s son p e r f e c t a m e n t e e lás t i cas . , , y por -
tanto, se r e a l i z a n s in p e r i d a s de e n e r g í a c i n é t i c a . Como v e r e m o s luego , l o s 
c h o q u e s de l a s m o l é c u l a s de l g a s s o b r e l a s p a r e d e s de l r e c i n t o donde e s t á -
contenido e x p l i c a n e l concepto de p r e s i ó n . Si e l v o l u m e n se r e d u c e a la m i t a d 
e l n ú m e r o de c o l i s i o n e s , u en c o n s e c u e n c i a l a p r e s i ó n s e dupl ica de a c u e r d o 
con la l e y de B o y l e , La t e m p e r a t u r a de l gas v i e n e d e t e r m i n a d a p o r la ene'r 
g ia c i n é t i c a m e d i a de l a s m o l é c u l a s , y por tanto, un aumento de t e m p e r a t u r a ^ 
p r o d u c i r á c h o q u e s m o l e c u l a r e s s o b r e l a s p a r e d e s m á s n u m e r o s o s y m a s inten 
s o s , e s d e c i r , s e p r o d u c i r á un aumento de p r e s i ó n , todo e l l o de a c u e r d o con l a s 
l e y e s dé l o s g a s e s . 
5 . 2 . 5 . Se admi te . que en l a m a s a g a s e o s a e x i s t e un c a o s m o l e c u l a r p e r m a -
nente , e s d e c i r , l a r e p a r t i c i ó n de l a s m o l é c u l a s e s a b s o l u t a m e n t e d e s o r d e n a -
da; en cada ins tante todo v o l u m e n f inito , por por pequeño que se c o n s i d e r e , 
cont i ene a p r o x i m a d a m e n t e e l m i s m o n ú m e r o de m o l é c u l a s . Si l l a m a m o s _n 
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al número de moléculas por unidad de volumen, las contenidas en un volumen 
AV serán N = n i V , Se comprende que siendo finito, aunque muy grande, el 
número de moléculas, si consideramos un elementó de volumen infinitamente 
pequeño el contenido molecular puede ser nulo, en contra de lo expuesto; por 
ello al hablar de volumen pequeños insistimos : en que se trata de de volúme-
nes finitos, suficientemente grandes para que el número de moléculas que con-
tengan coincida con el valor medio y lo suficientemente pequeños para hacer la 
sustitución AV = dV que permite el empleo del cálculo diferencial. 
5. 2. 6. De acuerdo con la hipótesis del caos molecular, las velocidades de las 
moléculas están distribuidas al azar. No existe ninguna dirección privilegiada 
en el conjunto molecular, ya que si no fuera asif, el gas se desplazaría en esa 
direcciony a la escala macroscópica no estaría en reposo. En cuanto a las mag-
nitudes de las velocidades, se admiten que pn» den ser cualesquiera, pero la 
repartición de todos los valores posibles entre todas las moléculas obedece a 
una ley constante. 
Para calcular el número de moléculas que en una masa gaseosa 
tienen dirección determinada tendremos en cuente el que se cumple la hipótesis 
de distribución homogénea de velocidades. Por ello, en una esfera de radio r 
y superficie por tanto 47tr, si hay N posibles velocidades la densidad de velocida-
des por unidad de superficie será N/4-Ttr2 y en un elemento de superficie dS 
N dN = - - - -3 - dS. 4 tit2 
expresándolo en coordenadas polares dS = r2 sen © d© d«p , el númerp de molé-
culas con velocidades de dirección comprendidas entre 9 y© + d© y tp y cp+dtp se-
N , * 
sen ©d© dqr rs: d2 N = 4 % 
y por unidad de volumen sera: 
n 
sen ©'d © dt|). (5.2.a) d?n = ©cp 4 Tí 
5.3. INTERPRETACION CINETICA DE LA PRESION. 
Como ya se anticipó en la sección anterior, la presión de un 
gas sobre las paredes del recipiente que le contiene es debida a los choques 
incesantes de las moléculas gaseosas sobre las mis-
mas. Como estos choques son perfectamente elásti-
cos, si una molécula incide sobre la pared con una 
velocidad v y formando esta un ángulo © con la. nor-
mal, como la pared se puede considerar de masa in-
finita, la variación de la componente tangencial de la 
cantidad de movimiento será nula, mientras que la 
/ 
normal será: 








e s t a v a r i a c i ó n de -cantidad de m o v i m i e n t o se. c o r r e s p o n d e r á • c o n un i m p u l o o -
m e c á n i c o que, s i e l t i e m p o que dura e l choque e s t y e s F l a f u e r z a m e - , 
d ia que a c t ú a d u r a n t e e l m i s m o s e r á : 
'F-- X - 2 ' f n ' V e o s © 
P a r a d e t e r m i n a r l a p r e s i ó n . , h a b r á que s u m a r l o s i m p u l s o s -
r e c i b i d o s por l a p a r e d p o r unidad de t i e m p o y un idad de s UpC 3TxlC ie , p r o c e d e n -
t e s de m o l é c u l a s que i n c i d e n de t o d a s d i r e c c i o n e s y c o n t o d a s l a s v e l o c i d a d e s 
P a r a e l l o , c a l c u l e m o s en p r i m e r l u g a r e l n ú m e r o t o t a l de c h o q u e s que t i e n e n 
l u g a r en e l t i e m p o % s o b r e un e l e m e n t o de s u p e r f i c i e dS p r o c e d e n t e s -de l a -
direcciónQ . ip (o* s e a , e n t r e © y © + d© , ycp y tp + dtp), y c o n v e l o c i d a d v . 
E s t e n ú m e r o c o i n c i d i r á c o n e l n ú m e r o de m o l é c u l a s c o n t e n i d o e n un c i l i n d r o 
o b l i c u o de a r i s t a s e n l a d i r e c c i ó n ©• tp y long i tud v. 
Si l l a m a m o s dn a l n ú m e r o de m o l é c u l a s p o r unidad de v o l u m e n 
v 
c o n v e l o c i d a d e s e n t r e v y v + dv, de a c u e r d o c o n ( 5 . 2 . a ) , e l n ú m e r o de é s -
t a s , que a d e m a s f o r m a n á n g u l o s © y ^ , s e r á n : 
d n s en© d© dsp 
,3 y ' d n -©ipv 471 
Y "corno e l v o l u m e n de l c i l i n d r o o b l i c u ó e s dV= dSv T e o s © , e l n u m e r o to ta l 
de m o l é c u l a s ' de l a s c o n d i c i o n e s e x p u e s t a s y que c h o c a r á s o b r e dS en e l 
t i e m p o x s e r á . : 
3 v d n v 
d n dV=dS X • — s e n © e o s © d© dep' (5 . 3. b) © tpv 471 
P o r c o n s i g u i e n t e , l a v a r i a c i ó n d e cant idad de m o v i m i e n t o d e b i -
da- a t o d a s e s t a s c o l i s i o n e s s e o b t e n d r á m u l t i p l i c a n d o l a e c u a c i ó n a n t e r i o r por 
Z m v c o s 
TT clS 2 2 
ACt = — — m V .dn s e n © e o s © d© dtp 271 v 
E x t e n d i e n d o e s t e r e s u l t a d o a t o d a s l a s v e l o c i d a d e s y t o d o s l o s 
á n g u l o s p o s i b l e s s e r á : 
(%/2 /27í 
m r d S 2 i , 2 , í , c
 í V dn I s e n © ¿ o s © d© / dtp = 2 i v j i 
Jo J o J o 
f ¡X) 
m r d S ,
 v - d i 
3 
y a que : 
/%/ 2 
jen © e o s © d e = e o s © 
J 
%/2 •271 
d $ = 2 tí 
o 









y s i l l a m a m o s v a l a v e l o c i d a d c u a d r a t i c a m e d i a : 
' OQ 
? "i 
V (5 . 3. c) 
a d m i t i e n d o una d i s t r i b u c i ó n cont inua de v e l o c i d a d e s en e l c a o s m o l e c u l a r l a 
e c u a c i c a a n t e r i o r s e c o n v i e r t e en 
P = : '3 m n V (5 . 3. 
e c u a c i ó n de gran i m p o r t a n c i a y ya que r e l a c i o n a una p r o p i e d a d m a c r o s c ó p i c a 
^ . i s 
y o b s e r v a b l e c o m o e s l a p r e s i ó n de un g a s c o n l a s p r o p i e d a d e s de s u s m o l é -
c u l a s , Si t e n e m o s en -cuenta que e l p r o d u c t o m n r e p r e s e n t a la d e n s i d a d d e l 
g a s r e s u l t a : 
1 — 2 
p= — p V ( 5 . 3 . c) 
Hay que t e n e r en cuenta que l a v e l o c i d a d c u a d r á t i c a m e d i a de l a s m o l é c u l a s 
d e f i n i d a c o m o e l v a l o r m e d i o de l o s c u a d r a d o s de l a s v e l o c i d a d e s no c o i n c i d e 
c o n e l c u a d r a d o de x de l a v e l o c i d a d m e d i a , de l a m o l é c u l a s . E s t a ú l t i m a s e 
d e f i n e c o m o e l v a l o r m e d i o de l a s v e l o c i d a d e s de l a s m o l é c u l a s . 
f oc 
v dn ( 5 . 3 . F) 
5 . 4 . ENERGIA CINETICA MEDIA DE TRASLACION 
L l a m a n d o N al n ú m e r o to ta l de m o l é c u l a s c o n t e n i d a s en e l 
volumen*.- V s e r á n = N / V y l a e c u a c i ó n (5. 3. d) t o m a r á l a f o r m a 
(5 . 4. a) 
que p o d e m o s c o m p a r a r c o n l a e c u a c i ó n de l o s g a s e s p e r f e c t o s : 
N 
1 —2 pV = —— rriN v 
dV = n RT 
o N 
RT NkT ( 5 . 4 . b) 
A 
2 6 —23 I = 
u n i v e r s a l l l a m a d a cons tante de B o l t s m a n 
en donde k= B./N = 8, 31. 10"/6, 03. 10  1 , 3 8 . 1 0 j o u l s / g r a d e s una cons tante 
A s i r e s u l t a , igualando 
—2
 = U S _ L ( 5 . 4 . c ) 
m 
e c u a c i ó n ' q u e n o s d ice que la t e m p e r a t u r a absoluta. T del gas e s p r o p o r c i o n a l 
a la v e l o c i d a d cuadrá t i ca m e d i a de l a s m o l é c u l a s . A l c e r o abso luto c o r r e s -
p o n d e r í a inmov i l idad m o l e c u l a r . L a e c u a c i ó n a n t e r i o r puede e s c r i b i r s e t a m -
b i é n en la forma: 
m Y~2= —|— K T (5,. 4. d) Li 
m e d i a / 
e s d e c i r l a e n e r g í a c i n é t i c a / d e t r a s l a c i ó n e s p r o p o r c i o n a l a l a t e m p e r a t u r a ab 
so luta de l gas y no 'depende p a r a nada de su n a t u r a l e z a ni t a m p o c o de l o s v a -
l o r e s de l a p r e s i ó n o del v o l u m e n . O b s e r v e se que d e s d e e l punto de v i s t a c i 
né t i c o - m o l e c u l a r l a t e m p e r a t u r a e s una prop iedad de l conjunto de l a s m o l é c u -
l a s , r e su l tando s e r p>!T0j30X' c i cna i 3. is. e n e r g í a c i n é t i c a m e d i a , y p o r tanto -
no t i e n e sent ido u t i l i z a r l a e c u a c i ó n a n t e r i o r p a r a def inir , l a t e m p e r a t u r a de 
una m o l é c u l a . 
5.5. HIPOTESIS DE AVOGADRO 
La h i p ó t e s i s de Avogadro , que a f i r m a , que v o l ú m e n e s i g u a l e s 
de g a s e s a x igua l t e m p e r a t u r a y p r e s i ó n cont i enen n ú m e r o s i g u a l e s de m o -
l é c u l a s , r e s u l t a n ev idente a p a r t i r de l a teoría;'; c i n é t i c a . En e f e c t o , apl i - , 
cando la e c u a c i ó n ( 5 . 4 . a ) a dos g a s e s que en igual v o l u m e n cont ienen, r e s p e c 





 m i i v i = - T N i T m i v i 
p V = m 2 N 2 ^ = f N 2 " V z 
2 2 >• • 
siendo v y v las velocidades cuadraticas medias de Eus moléculas. Si 1 2 . . ' 
están a igual temperatura sera . , en virtud de (5 .4. d) : 
1 — 2 1 —2 
m, V, = —r- m V 
2 1 1 2 2 2 ' 
v por tanto N =N , que e s t a b l e c e l a hipbtesis-.de A v o g a d r o . 
5. 6. VELOCIDADES MOLECULARES DE UN GAS 
De a c u e r d o con la e c u a c i ó n (5. 3. &), r e s u l t a 
\ / ~ 2 \ / 3 P \ / 3 R T , „ , \ V v = = V — ü t - (=>-6-a) 
f o r m u l a s que n o s p e r m i t e n c a l c u l a r l a magni tud de l a s v e l o c i d a d e s m o l e c u l a r e s 
de un gas en c o n d i c i o n e s d e t e r m i n a d a s , 
5 . 7 . LEY DE DALTON 
Si en el v o l u m e n V, y en equi l ibr io t é r m i c o e x i s t e una: . m e z -
c l a de g a s e s i n e r t e s , s igu iendo un r a z o n a m i e n t o análogo a l v i s t o en 5 . 3 . , r e -
su l ta p a r a la p r e s i ó n de l a m e z c l a e l v a l o r 
1 - 2 1 —2 p = — m . ^ v . +
 T + . . . 
(5. 4 . di 
por tanto 
Por e s t a r todos l o s g a s e s a igual t e m p e r a t u r a será, según 
2 2 
m , V, = r Y „ = . . . = 3 K T 1 1 2 ¿ 
p = (n + n? + . . .) K T 
C o m o n^K T, n^ KT . „ . r e p r e s e n t a n según ( 5 . 4 b ) l a s p r e s i o n e s 
p a r c i a l e s p , , . . que lor, g a s e s 1. 2. . . . e j e r c e r í a n s i e s t u v i e s e n s o l o s o c u -
— JL iCi ' 
pando a igual t e m p e r a t u r a e l v o l u m e n total de l a m e z c l a , r e s u l t a : 
P= P r + P 2 + 
que e s la e x p r e s i ó n de l a l e y de Danton. 
5. 8. L E Y DE GRAHAN: 
La t e o r i a c i n é t i c a de l o s g a s e s p r o p o r c i o n a también una b a s e 
t e ó r i c a a la l e y e m p í r i c a de Gralian s o b r e l a d i fus ión de l o s g a s e s según l a 
cua l l a v e l o c i d a d de d i fuc ión de un gas r e s u l t a s e r i n v e r s a m e n t e p r o p o r c i o n a l 
a la ra iz cuadrada dé su dens idad. En e fec to , de l a s e c u a c i o n e s 5. 6a) r e s u l t a 
p a r a dos g a s e s d i s t in tos : 
/ ~ r ríÁT ! 1 n?. / ( 5 . 8 a ) 
/ P1 M1 { ' 
i 2 
de a c u e r d o con la l e y de Graban 
T E M A VI. -
F E N O M E N O S I N T E R F E R E N C I A L E S Y DE DIFRACCION. -
6 .1 . - TEORIAS SOBRE LA N A T U R A L E Z A DE LA L U Z . O P T I C A G E O M E T R I -
CA. O P T I C A FISICA. 
6 . 1 . 1 . - TEORIAS SOBRE LA N A T U R A L E Z A DE LA LUZ 
E n t r e l a s p r i m e r a s t e o r í a s s o b r e l a n a t u r a l e z a de l a luz se -
e n c u e n t r a l a q^^e p u d i é r a m o s d e n o m i n a r " t e o r i a t á c t i l " que supon ia que el o jo 
e m i t í a una e s p e c i e de o n d a s s e n s i t i v a s que l l e g a b a n a los o b j e t o s l e j a n o s y 
p r o p o r c i o n a b a n e n t o n c e s una c i e r t a i n f o r m a c i ó n s o b r e l o s m i s m o s . E s t a t e o r í a 
e v i d e n t e m e n t e no e x p l i c a b a p o r q u é en l a o s c u r i d a d no p o d i a n " s e n t i r s e " l o s 
o b j e t o s que e s t a b a n a l r e d e d o r . A d e m á s t a m p o c o e x p l i c a b a p o r q u e , t a m b i é n -
en l a o s c u r i d a d , l o s c u e r p o s p u e d e n h a c e r s e v i s i b l e s p o r c a l e n t a m i e n t o . 
A c o n t i n u a c i ó n se p a s ó a l a t e o r i a de que l o s c u e r p o s b r i l l a n t e s 
e m i t i a n una e s p e c i e de c o r p ú s c u l o s que l l e g a b a n a l o jo e x c i t á n d o l e y p r o d u -
c i é n d o s e l a s e n s a c i ó n de l a v i s i ó n . E s t a t e o r i a fue d e s p l a z a n d o a la a n t e r i o r 
y a l c a n z a n d o su m á x i m o e s p l e n d o r en e l s ig lo XVII con Newton que s u p u s o que 
l a luz e r a un d e s p l a z a m i e n t o de c o r p ú s c u l o s m a t e r i a l e s o p a r t í c u l a s l u m i n o -
s a s l a n z a d a s p o r e l foco a una c i e r t a v e l o c i d a d : s i no e n c o n t r a b a n un o b s t á -
cu lo en su c a m i n o s e g u í a n una t r a y e c t o r i a r e c t i l í n e a e x p l i c á n d o s e e n t o n c e s l a 
r e f l e x i ó n c o m o un f e n ó m e n o c l á s t i c o . 
M á s t a m b i é n a m e d i a d o s d e l s ig lo XVII y p a r a l e l a m e n t e a l p r o -
g r e s o de l a a n t e r i o r s e d e s a r r o l l ó l a t e o r í a o n d u l a t o r i a , p o s t u l a d a p o r H u y g e n s 
y que p e r m i t í a e x p l i c a r l o s f e n ó m e n o s de p r o p a g a c i ó n , r e f l e x i ó n y r e f r a c c i ó n 
m e d i a n t e un m o v i m i e n t o v i b r a t o r i a que se p r o p a g a b a en un m e d i o e l á s t i c o i d e a l : 
e l e t e r . M a s l o s p a r t i d a r i o s de l a t e o r i a c o r p u s c u l a r l e o b j e t a r o n l a e x i s t e n -
c i a de l a s s o m b r a s , que s egún l a t e o r í a o n d u l a t o r i a no d e b í a n e x i s t i r ya que 
l a s o n d a s d o b l a n l o s o b s t á c u l o s en s u s t r a y e c t o r i a s . 
E n e l 1827, en c a m b i o , Young p u s o de m a n i f i e s t o que " luz m a s 
luz p o d í a d a r o s c u r i d a d " , en v i r t u d de l o s f e n ó m e n o s de i n t e r f e r e n c i a d i f í c i l -
m e n t e e x p l i c a b l e s m e d i a n t e l a t e o r i a c o r p u s c u l a r . A p a r e c i ó así* l a t e o r i a on 
d u l a t o r i a de c a r a c t e r e s c a l a r , s egún l a c u a l l a s o n d a s e r a n l o n g i t u d i n a l e s , de 
m o d o que e l m o v i m i e n t o o n d u l a t o r i o p o d í a s e r r e p r e s e n t a d o c o m o l a v a r i a c i ó n 
de una c a n t i d a d e s c a l a r . 
F r e s s e l l o g r ó i n t e r p r e t a r l o s f e n ó m e n o s de p o l a r i z a c i ó n g r a c i a s 
a su h i p ó t e s i s d e l c a r a c t e r t r a s v e r s a l de l a s o n d a s l u m i n o s a s , s egún l a c u a l 
e l m o v i m i e n t o o n d u l a t o r i o t r a n s v e r s a l d e b í a s e r r e p r e s e n t a d o p o r un v e c t o r -
- 2 -
cuya d i r e c c i ó n e s t a b a r e f e r i d a a l p l ano de p o l a r i z a c i ó n . 
A d m i t i d a l a t e o r i a o n d u l a t o r i a de l a luz , se t r a t a b a de h a l l a r 
una e x p r e s i ó n f o r m a l de l o s h e c h o s ; f u é M a x w e l l qu ien en 1871 p u s o de m a n i -
f i e s t o t e ó r i c a m e n t e que l a s p r o p i e d a d e s de l a luz se p o d i a n e x p l i c a r admit ien 
do que se t r a t a b a de un f e n ó m e n o o n d u l a t o r i o e l e c t r o m a g n é t i c o , lo que fue -
p o s t e r i o r m e n t e c o n f i r m a d o p o r Hertz en 1888. 
M á s una s e r i e de h e c h o s v i n i e r o n a r e v a l o r i z a r l a t e o r i a c o r -
p u s c u l a r y que la o n d u l a t o r i a no expl icaba . : E r a n l o s e f e c t o s f o t o e l é c t r i c o s 
y Compton. Según l a s i d e a s de Plancfe s o b r e l a e x i s t e n c i a de u n o s - c u a n t o s " 
o p a q u e t e s donde se c o n c e n t r a l a e n e r g í a e l e c t r o m a g n é t i c a p o r m ú l t i p l o s de 
u n a cantidad ( e l fo tón) , e s t o s e f e c t o s e r a n f á c i l m e n t e e x p l i c a b l e s . Según e s -
to, la luz p a r e c e t e n e r una doble n a t u r a l e z a : 
Cuando se p r o p a g a se c o m p o r t a c o m o onda e l e c t r o m a g n é t i c a p e r o s u s in terac 
c i o n e s con l a m a t e r i a son f e n ó m e n o s de t i po c o r p u s c u l a r . 
L a s i s t e s i s de l a s dos v i e j a s t e o r í a s l a r e a l i z ó L u i s de B r o -
g l ie q u i s n en 1924 f u n d i ó en un c o n c e p t o m i r t o onda y c o r p ú s c u l o , s i n t e t i z a n d o 
a s i Mecánica , , E l e c t r i c i d a d y O p t i c a en lo que se d e n o m i n ó M e c á n i c a O n d u l a -
t o r i a o C u á n t i c a . Según e s t a t e o r í a , todo c o r p ú s c u l o que se m u e v e l l e v a siern. 
p i e un ido a é l un c o r t e j o de o n d a s ; de e s t e m o d o ; e l a s p e c t o c o r p u s c u l a r -
y e l ondulatorio son c o m p l e m e n t a r i o s . 
6 . 1 . 2 . O P T I C A G E O M E T R I C A : O P T I C A FISICA. -
L a ó p t i c a p u e d e e s t u d i a r s e p o r dos c a m i n o s de f u n d a m e n t o d i -
f e r e n t e y que p e r m i t e n i n d i v i d u a l m e n t e e l e s t u d i o de unos f e n ó m e n o s de m a n e 
r a m á s s e n c i l l a que lo s e r í a n p o r e l o t r o . E s t o s son l o s d e n o m i n a d o s -
O p t i c a G e o m é t r i c a o de r a y o s y O p t i c a F í s i c a . 
L a O p t i c a de r a y o s se v a s a en l o s s i g u i e n t e s p o s t u l a d o s : 
6 . 1 . 2 . a . - E n un m e d i o i s o t r o p o y h o m o g é n e o l a luz se p r o p a g a en l i n e a r e c -
t a . 
6 .1 . 2. b . - De un punto l a m i n o s o p a r t e n i n f i n i t o s r a y o s que son i n d e p e n d i e n t e s 
e n t r e s i , e s d e c i r que s s p u e d e n s e p a r a r u n o s de o t r o s . 
6 . I . 2 . C . - E l c a m i n o d á l a luz e s r e v e r s i b l e 
6. 1. 2. d . - E n t o d o s lo s c a s o s se c u m p l e n l a s l e y e s de r e f r a c c i ó n y r e f l e x i ó n . 
L a Opt . f .a f í s i c a , p o r e l c o n t r a r i o , e s t u d i a l o s f e n ó m e n o s t e n i e n 
do en c u e n t a l a n a t u : a l e z a de la luz y l e i n t e r e s a m á s e l e s t a d o de v i b r a c i ó n 
que l a t r a y e c t o r i a i a l a s p a r t í c u l a s . Un e s t a d o l u m i n o s o c o r r e s p o n d e a un -
c i e r t o e s t a d o de v ; o r a c i ó n y l o s pun to s de i g u a l f a s e c o n s t i t u y e n un f r e n t e de 
onda. 
P a r a e l e s t u d i o de l o s pun tos f u n d a m e n t a l e s de e s t a t e m a , e s 
d e c i r , de l a d i f r a c c i ó n y la. i n t e r f e r e n c i a , l a óp t i ca que u s a r e m o s s e r á l a f í -
s i c a . D a r e m o s ú n i c a m e n t e p u e s aquí , u n a s l i g e r a s n o c i o n e s de l a g e o m é t r i c a 
que s e r v i r á n mas ' de i n t r o d u c c i ó n que de v e r d a d e r o ob je to de e s t u d i o , 
6 . 1 . 2 . 1 . - OPTICA G E O M E T R I C A . G E M E R A L I D A D E S : 
Una onda, p l a n a e s t á c a r a c t e r i z a d a p o r l a p r o p i e d a d de que su 
d i r e c c i ó n de p r o p a g a c i ó n y a m p l i t u d son l o s m i s m o s en t odos los p u n t o s , i^as 
o n d a s e l e c t r o m a g n é t i c a s en g e n e r a l no t i e n e n e s t a p r o p i e d a d . Sin e m b a r g o , 
una g r a n c a n t i d a d de o n d a s e l e c t r o m a g n é t i c a s t i e n e n la p r o p i e d a d de que , aun 
que no son p l a n a s , d e n t r o de c a d a r e g i ó n de p e q u e ñ a s d i m e n s i o n e s de l e s p a c i o , 
p u e d e n s e r c o n s i d e r a d a s p l a n a s . P a r a e s t o , e s c l a r a m e n t e n e c e s a r i o que l a 
a m p l i t u d y d i r e c c i ó n de l a onda p e r m a n e z c a p r á c t i c a m e n t e c o n s t a n t e en d i s t a n 
c i a s de l o r d e n de l a long i tud de onda , Si e s t a cond ic ión se s a t i s f a c e , p o d e m o s 
l l a m a r lo que d e n o m i n a r e m o s s u p e r f i c i e de onda , e s t o e s , una s u p e r f i c i e en 
l a que t o d o s su s p u n t o s t i e n e n la onda l a m i s m a f a s e en un tiBxnpo dado . E n 
cada r e g i ó n de e s t a s d e l e s p a c i o p o d e m o s h a b l a r de d i r e c c i ó n de p r o p a g a c i ó n 
de l a onda, n o r m a l a l a s u p e r f i c i e de o n d a . De e s t a m a n e r a i n t r o d u c i m o s e l 
c o n c e p t o de ra3ros, e s t o e s c u r v a s c u y a s t a n g e n t e s en c a d a pun to co inc iden con 
l a d i r e c c i ó n de p r o p a g a c i ó n de l a onda . 
E l e s t u d i o de l a s l e y e s de p r o p a g a c i ó n de ondas en e s t e c a s o -
const i tuye e l d o m i n i o de l a ó p t i c a . C o n s e c u e n t e m e n t e , la ó p t i c a g e o m é t r i c a -
c o n s i d e r a l a p r o p a g a c i ó n de ondas , en p a r t i c u l a r de luz , c o m o l a p r o p a g a c i ó n 
de r a y o s c o m p l e t a m e n t e d i v o r c i a d a • de s u s p r o p i e d a d e s de onda . E n o t r a s -
p a l a b r a s , l a ó p t i c a g e o m é t r i c a c o r r e s p o n d e a i l i m i t e de longitud de onda t e n -
di endo a c e r o . 
Un m o d e l o f í s i c o de r a y o lo p o d r e m o s o b t e n e r h a c i e n d o p a s a r 
l a luz p r o c e d e n t e de una f u e n t e p o r una m u y p e q u e ñ a a b e r t u r a h e c h a en una 
p a n t a l l a o p a c a . L a luz que a t r a v i e s a la m i s m a , en una p r i m e r a a p r o x i m a c i ó n 
p u e d e t o m a r s e c o m o de l a s m i s m a s c a r a c t e r í s t i c a s que l a a b e r t u r a y de c o n -
t o r n o n i t i do . Una m a s c u i d a d o s a o b s e r v a c i ó n n o s p e r m i t i r í a n o t a r que en reaK_ 
dad e l c o n t o r n o no e s ní t ido y que p r e s e n t a unas v a r i a c i o n e s m u y r á p i d a s de 
i n t e n s i d a d ( v a r i a c i o n e s en e l e s p a c i o ) , dando l u g a r a s o n a s b r i l l a n t e s y o s c u r a s : 
e s t o s e r á lo que l l a m a r e m o s b a n d a s de d i f r a c c i ó n . L a r e g i ó n en que e s t a s v a -
r i a c i o n e s t i e n e n l u g a r e s de l o r d e n de l a m a g n i t u d de onda.. De aquí" que , cuan 
do c o n s i d e r e m o s r e g i o n e s de m a y o r d i m e n s i ó n , p o d r e m o s p r e s c i n d i r p o r c o m p l e 
to de t a l e s f e n ó m e n o s y c o n s i d e r a r so lo lo que h e m o s d e n o m i n a d o ó p t i c a ge orne 
t r i c a o de r a y o s . 
Así p u e s , cuando la longi tud de onda s e a lo sug ic i entemente -
p e q u e ñ a , l a s u m a to t a l de f e n ó m e n o s ó p t i c o s puede s e r d e d u c i d a de c o n s i d e r a 
c i o n e s g e o m é t r i c a s , d e t e r m i n a n d o los c a m i n o s de l o s r a y o s y c a l c u l a n d o l a -
i n t e n s i d a d a s o c i a d a , 
6 , 2 . TEORIA B E LA I N T E R F E R E N C I A 
6 . 2 . 1 . INTRODUCCION 
Cuando d o s o m á s r a y o s l u m i n o s o s se s u p e r p o n e n , e l f e n o m e n o 
que a p a r e c e po puede s e r d e s c r i t o de una m a n e r a , f á c i l . A s í , s i l a lux de una 
f u e n t e se d iv ide p o r una s e r i e de a p a r a t o s a d e c u a d o s en d o s h a c e s que a con 
t inuación se superponen ? l a i n t e n s i d a d en l a r e g i ó n de s u p e r p o s i c i ó n se e n c u e n -
t r a que v a r i a de un pun to a o t r o e n t r e rrJ.xirrj.os que exceden l a s u m a de l a s in 
t e n s i d a d e s de c a d a uno p o r s e p a r a d o y m í n i m o s que p u e d e n s e r c e r o . E s t e 
f e n o m e n o e s el d e n o m i n a d o de i n t e r f e r e n c i a . V e r e m o s que l a s u p e r p o s i c i ó n de 
h a c e s de luz es t rJ .c tam.ente m o n o c r o m á t i c a , e s d e c i r , de u n a ú n i c a f r e c u e n c i a 
d a r á l u g a r s i e m p r e a i n t e r f e r e n c i a s . Sin e m b a r g o l a luz p r o d u c i d a p o r una -
f u e n t e f í s i c a r e a l n u n c a e s e s t r i c t a m e n t e m o n e e r o m ática, ya que , c o m o p u e d e 
v e r s e de l a t e o r í a a t ó m i c a , l a a m p l i t u d y la. f a s e surgen s i e m p r e f l u c t u a c i o n e s 
f l u c t u a c i o n e s t a n r á p i d a s que el• ojo o un d e t e c t o r f í s i c o o r d i n a r i o son i n c a p a -
c e s de s e g u i r . Si úoe r a y o s son o r i g i n a d o s en l a m i s m a f u e n t e , l a s f l u c t u a c i o 
n e s de l o s m i s m o s e 's tan eu g e n e r a l c o r r e l a c i o n a d a s , y l o s r a y o s , se d i ce , 
son p a r c i a l o c o m p l e t a m e n t e c o h e r e n t e s d e p e n d i e n d o que l a c o r r e l a c i ó n s e a p a r 
c i a l o completa . . Si loa r a y o s p r o c e d e n de d i f e r e n t e s f u e n t e s , l a s f l u c t u a c i o n e s 
son c o m p l e t a m e n t e i n c o r r e l a c i c n a d a s , y se d i r á que son m u t u a m e n t e i n c o l i e r e n 
t e s . Cuando e s t o s r a y o s de f u e n t e s d i f e r e n t e s s e s u p e r p o n e n , no se o b s e r v a -
r a ninguna i n t e r f e r e n c i a b a j o c o n d i c i o n e s n o r m a l e s de o b s e r v a c i ó n . 
H a y en g e n e r a l dos m é t o d o s de o b t e n c i ó n de r a y o s de una f u e n t e 
s i m p l é de luz , y e s t o s dan b a s e p a r a la c l a s i f i c a c i ó n do l o s m é t o d o s e m p l e a d o 
p a r a p r o d u c i r i n t e r f e r e n c i a s , En uno, e l haz se d iv ide p o r p a s o a t r a v é s de 
d o s a b e r t u r a s c o l o c a d a s u n a a l l ado de l a o t r a . E s t e m é t o d o e s el d e n o m i n a -
do de d iv i s ión de f rente de onda y e s út i l s o l a m e n t e con f u e n t e s s u f i c i e n t e m e n 
te p e q u e ñ a s . En o t r o s , e l h a z a l t e r n a t i v a m e n t e se d iv ide en u n a o m a s s u p e r -
f i c i e s p a r c i a l m e n t e r e f l e j a d a s de c a d a u n a de l a s c u a l e s , p a r t e s e r e f l e j a y -
p a r t e se t r a n s m i t e . E s t e m é t o d o se d e n o m i n a d i v i s i ó n de a m p l i t u d , puede :e;: 
u s a d o con f u e n t e s de g r a n t a m a ñ o y l o s e f e c t o s son de m a y o r i n t e n s i d a d que 
en el a n t e r i o r . En a m b o s c a s o s ¿s c o n v e n i e n t e r e p a s a r l o s e f e c t o s que r e s u l -
t a n de l a s u p e r p o s i c i ó n de d o s h a c e s y l a do m a s dé d o s . 
6. 2. 2, 
6. 2 . 2. 1. 
I N T E R F E R E N C I A DE DOS HACES : DIVISION D E L F R E N T E DE ONDA 
E X P E R I M E N T O DE YOUNG. 
E l p r i m e r e x p e r i m e n t o que p e r m i 
t io v e r la i n t e r f e r e n c i a se debe a Young. 
C o n s i s t e en e s e n c i a en e s e n c i a en lo s i -
gu ien te : lúa de un punto f u e r t e S de luz 
m o n o c r o m á t i c a a t r a v i e s a dos o r i f i c i o s -
p u n t u a l e s S^y que se e n c u e n t r a n m u y -
p r o x i m o s en una p a n t a l l a A y equ id i s í abi-
t e s de S. 
F i g . 6. 2. 2. cC ). E s t o s o r i f i c i o s p u n t u a l e s 
a c t ú a n c o m o f u e n t e s p u n t u a l e s m o n o c r o m a 
t i c a s en f a s e . 
L o s r a y o s p r o c e d e n t e s de a m b o s se s u -
p e r p o n e n d e t r á s de A p r o d u c i é n d o s e l o s 
í e n ó n e n o s de i n t e r f e r e n c i a . 
S u p o n g a m o s que la i m a g e n r e s u l t a n t e s e -
o b s e r v a en un p l a n o XY ( f ig . 6 . 2 . 2. ¡3)aor-
m a l a l a p e r p e n d i c u l a r CO de S^ y con 
e l e j e X p a r a l e l o a S^S^. Sea d la, s e p a -
r a c i ó n e n t r e l e s o r i f i c i o s y a la d i s t a n c i a 
d e s d e l a l i n e a de un ión de e l l o s y e l p l ano 
de o b s e r v a c i ó n . P a r a un punto P(x , y) en 
e l p l a n o de o b s e r v a c i ó n , F i g . fu 2. 2.(3' 
i/' 2 2 , V a + y + (3 2 
2 2 
V t u d \ 2 >J a; + y + ( s + — ) 
de donde 
„,2 _2 
ix - b„ = 2 x d I á 
l a d i f e r e n c i a de c a m i n o s g e o m é t r i c o s p a r a luz que l l e g a a P p r o c e d e n t e de Sj 
y S p u e d e s e r e x p r e s a d a en l a f o r m a 
A o _ - _ 2xd 
V S 1 
en l a p r a c t i c a , deb ido a 1?. c o r t a l ong i tud de onda de l a luz v i s i b l e , d « a y a s i ' 
t a m b i é n x, y « a , con lo que 




 / . 
P o r o t r a p a r t e , ya es s ab ido que toda onda p l a n a m o n o c r o m a t i 
c a p u e d e s e r r e p r e s e n t a d a de la. f o r m a 
F= a e o s 2% (—^r - y " ) 
donde T y X son e l p e r í o d o y la long i tud de onda de l a s e ñ a l que se p r o p a g a . 
En e l punto P , la i n t e n s i d a d l u m i n o s a s e r á la s u m a de l a s dos o n d a s que l l e -
gan, y que p o d r e m o s p o n e r c o m o 
S ^ 
f a e o s 2 7cí-L ) 
1 e l e s t a d o v i b r a t o r i o en P v e n d r á dado t 
i , í P o r 
_ / t 21 
2~ a COB 271 [ t - T ] ) 
¡t s i ) ¡ i s z ) 
-
 1 + a e o s 271/— - — j + a e o s 2% I — -
\ ± ' \ ' 
c o m o 
a
 + b , . 
e o s a + e o s b - ¿ eos —-— se p o d r a p o n e r 
"z " i „ i t s r ' S 2 xi 2 a eos 2 e o s 2 % i — 2 \ \ T 2 X J 
v e m o s aqu i d i r e c t a m e n t e que ^se p r o d u c i r á n m á x i m o s o m í n i m o s de i n t e n s i d a d O _ — C* 
de a c u e r d o con e l v a l o r le — e s t o e s : 
X 
S S "2 1 h a b r á m á x i m o cuando — r = K ; K = 0, 1, 2, . . . A 
r* c1 
° 2 " 1 h a b r á m í n i m o cuando — = ( 2 K + 1) l / 2 ; K= 0, 1, 2, . . . 
X 
Xd 
c o m o a n t e s v i m o s c ae e r a S n - S = — s u s t i t u y e n d o q u e d a l 1 a 
= K, X
 v KX c v - a p a r a m á x i m o 
d 
.. 7 •• 
X = (2 K + 1) ^ a ^ p a r a m í n i m o 
v e m o s que t an to p a r a la d i s t a n c i a e n t r e m á x i m o s c o m o e n t r e m í n i m o s , e s t a t 
t i e n e e l v a l o r : 
r^  ^r K + 1 - K Xa D = X „ , , - X = — : . X a - — X a = — -K + I K d d d 
lo que q u i e r e d e c i r que l a r e p e t i c i ó n de l a s f r a n j a s c l a r a s y o s c u r a s e s r e -
g u l a r . 
V e m o s t a m b i é n , que d e n t r o de la a p r o x i m a c i ó n que h e m o s r ea -
l i z a d o , l a s f i g u r a s i n t e r f e r e n c i a l e s que a p a r e c e n son e x c l u s i v a m e n t e b a n d a s 
que , s egún l a p o s i c i ó n de e j e s que h e m o s adop tado , d e p e n d e n solo de la c o o r -
d e n a d a x . 
6 . 2 . 2 . 2 . DISTRIBUCION DE INTENSIDADES EN LA I N T E R F E R E N C I A 
L a i n t e n s i d a d I de l a luz se d e f i n e c o m o la c a n t i d a d de e n e r g í a 
que a t r a v i e s a en la u n i d a d de t i e m p o u n a á r e a un idad c o l o c a d a p e r p e n d i c u l a r 
a la d i r e c c i ó n de f l u j o , de e n e r g í a . Según p u e d e d e m o s t r a r s e e s t a i n t e n s i d a d 
d e f i n i d a a s í r e s u l t a s e r p r o p o r c i o n a l a l c u a d r a d o de l a a m p l i t u d de l a onda, 
o s e a : 
2 
I = C. a 
s i en un punto d e t e r m i n a d o se s u m a n dos o n d a s que r e p r e s e n t a m o s p o r 
x ttt, / i ( 0) t - Kx) r-f = R (a e ; ^ \ . , 10) t l e í - R e ) a. x e L 1 
r i 0 0 t i 
r = Re a (x)e j 
2
 L ¿ J 
s e r á f = f^. + f ^ con lo que 
f £ = í Í + I 2 + 2 í l ' f 2 e S t ° 6 3 I = I 1 + I 2 + J I 2 
donde J e s lo que l l a m a r e m o s t e r m i n o de i n t e r f e r e n c i a . P u e d e d e m o s t r a r -
se t a m b i é n que su ' v a l o r e s 2^1,- I e o s b s i endo 5 la> d i f e r e n c i a de f a s e e n t r e 1 
l o s c o m p o n e n t e s . 
Q u e d a a s í : 
I = + I 2 + 2 N I r I 2 c O Í 
- 8 -
E v i d e n t e m e n t e habrá m á x i m o s de i n t e n s i d a d 
cuando 
m a s = I 1 + I 2 + 2 ^ ^ I 2 
|b | = 0, 2, % , ¿k% , 
y m í n i m o s 
cuando 
I .. L + I - 2 j L . T 
rnin = 1 2 \ 1 2 
| & | = 3 % , . . . 
Un c a s o e s p e c i a l se p r e s e n t a c a a n d o I = I^, e n t o n c e s queda 
2 b 1= 21 , (1+ e o s b ) = 41 , e o s -— Cá 
y l a i n t e n s i d a d v a r í a e n t r e un m á x i m o de v a l o r I , = 41, y un m í n i m o de v a -
ro. ax 
l o r I . = 0 
m m 
P u e d e v e r s e i n m e d i a t a m e n t e que l a s c o n d i c i o n e s o b t e n i d a s a q u í 
son e x a c t a m e n t e l a s m i s m a s que l a s o b t e n i d a s en 6221 ya que una d i f e r e n c i a 
de r e c o r r i d o en l a t r a y e c t o r i a de l o s r a y o s de un m ú l t i p l o de )\ equ iva l e s e -
gún p u e d e c o m p r o b a r s e a un d e s fe. sa je , de un múlt ip lo de 2 ti 
6 . 2 . 3 . I N T E R F E R E N C I A B E DOS H A C E S : DIVISION DE A M P L I T U D 
6 . 2 . 3 . I N T E R F E R E N C I A S E N LAMINAS DELGADAS 
Con f r e c u e n c i a a l o b s e r v a r p e l í c u l a s o l a m i n a s f i n a s i l u m i n a d a s 
con luz b l a n c a una v a r i e d a d de c o l o r e s que , c o m o v a m o s a v e r , r e s u l t a n de 
i n t e r f e r e n c i a s que t i e n e n l u g a r e n t r e h a c e s de luz r e f l e j a d a en l a s d i s t i n t a s 
c a r a s de l a l a m i n a , E j e m p l o s c o r r i e n t e s l o s t e n e m o s en l o s c o l o r e s que -
a p a r e c e n en l a s c a p a s de a c e i t e s o b r e e l agua y en l a s b u r b u j a s de j abón . 
E s t u d i e m o s e s t e f e n ó m e n o p a r a e l c a s o de luz m o n o c r o m á t i c a , 
r e f l e j a d a y t r a n s m i t i d a en amibas s u p e r f i c i e s de una l á m i n a de c a r a s p a r a l e l a s 
de e s p e s o r h y de Índ ice de r e f r a c c i ó n n . Un punto P en l a m i s m a zona de l 
m a n a n t i a l l u m i n o s o , s e r a a l c a n z a d o a l m i s m o t i e m p o p o r do s r ayo s i uno r e — 
f l e j a d o en la c a r a s u p e r i o r y o t r o en la 
i n f e r i o r , De e s t a f o r m a se f o r m a r í a 
una i m a g e n de i n t e r f e r e n c i a en la m i s -
m a c a r a que l a f u e n t e S. r c o n s i ü e r a 
c l o n e s de s i m e t r í a l a s f r a n j a s de p l a n o s 
p a r a l e l o s a l a l á m i n a s e r á n c i r c u l a r e s con 
FÍP-. 6. 2 . 3 . 1 . OC 
c e n t r o en la n o r m a l SN a la p l a c a , 
•n E l c a s o m a s i n t e r e s a n t e lo t e n e m o s c u a n -
..S 
\ do e l pun to P se e n c u e n t r a en e l i n f in i to 
o, lo que e s igua l , a u n a d i s t a n c i a c o n s i -
d e r a b l e con r e s p e c t o a l e s p e s o r cié la l á -
m i n a . E s el c a s o t a m b i é n de cuando la 
A K / C f u e n t e S se e n c u e n t r a m u y a l e j a d a con lo 
I n 
/_ — q U e r a y O E q U e s e r e f l e j a n en la c a r a 
F i g . 6. 2. 3. 1
 fQ s u p e r i o r e i n f e r i o r p a r t e n p a r a l e l o s de l a 
l á m i n a . E n e s t a s c o n d i c i o n e s l o s dos r a y o s de S a P . S A B C E P y SANPI? 
d e r i v a n de l m i s m o r a y o i n c i d e n t e y son p a r a l e l o s d e s p u e s de a b a n d o n a r l a -
l a m i n a . L a d i f e r e n c i a de c a m i n o s o p t i c o s s e r á . 
A S= n (AB + BC) - AN 
supon iendo que e l m e d i o s u p e r i o r e s el a i r e que , p o r t an to , t i e n e n= 1 
De l a f i g u r a p u e d e v e r s e que : 
2 
¿h , r _ , , s en 9 ' 
de donde , 
A B C = "— AN= Zh tq ©«sen © = 2nh COS0I e o s ©' 
' 2, 
a o 2nh „ , s en 0 f ^ , Zib= . - ¿nh — = 2nh e o s ©i 
eos© e o s 
o, en f u n c i ó n de © 
^ S = 2nh 1 -n^ s e n ^ G i 
V e a m o s cuando y p a r a qué d i f e r e n c i a s de c a m i n o s ó p t i c o s r e c o -
r r i d o hay m á x i m o s y ír.iir oi: de i n t e r f e r e n c i a . O c i i r r e que cuando se p r o 
duce una r e f l e x i ó n s o b r e un m e d i o m á s d e n s o ( -.ai e s t e c a s o s o b r e la l á m i n a 
de c a r a s p a r a l e l a s ) t i e n e l u g a r un c a m b i o de í a r í de % 0 lo que es lo m i s m o 
una d i f e r e n c i a de m a r c h a de . Si se p r o d u c t en c a m b i o , s o b r e un m e -
dio m e n o s denso , c o m o e s e l c a s o de l a c a r a i n f e i i o r que e s s o b r e e l a i r e , 
t a l c a m b i o de f a s e no o c u r r e . A p l i c a n d o e s a adicic n a l o s c a m i n o s ob t en idos 
a n t e s y , m e d i a n t e lo v i s t o en el a p a r t a d o a n t e r i o r , queda que t e n d r e m o s un 
m á x i m o de e n e r g í a cuando : 
\ 
2nh e o s ©i
 + X /2 = K >*• j 
y un m í n i m o s i : K= 0 1, 2, ... . 
2nh e o s
 e , 4 A/2 = (2% + 1) A / 2 . 
- 1 0 -
De lo a n t e r i o r v e m o s que c a d a f r a n j a c o r r e s p o n d e a un v a l o r -
p a r t i c u l a r de 8 t o lo que e s igua l ,al ángulo que f o r m a la luz i n c i d e n t e s o b r e 
l a l a m i n a . Cuando e l e j e de l i n s t r u m e n t o p o r e l que o b s e r v a m o s l a s f i g u -
r a s i n t e r f e r e n c i a l e s e s n o r m a l al p lano, l a s f r a n j a s son c i r c u i o s c o n c é n t r i -
c o s . E l v a l o r de l n u m e r o K e s el o r d e n de i n t e r f e r e n c i a . 
6 , 3 . " TEORIA DE LA DIFRACCION 
6. 3 .1 . INTRODUCCION 
Ya h e m o s d icho que l a s l e y e s de óp t i ca g e o m é t r i c a sólo son -
e s í r i t í a m e n t e c o r r e s t a s en e l c a s o i d e a l en que la long i tud de onda p u e d a -
s e r c o n s i d e r a d a i n f i n i t a m e n t e p e q u e ñ a . E s t a cond ic ión se c u m p l e de una m a 
ñ e r a m u y e s c a s a ya qae l a m a y o r p a r t e d¿ l o s c a s o s se a p a r t a n de e l l a . 
L o s f e n o m e n o s que son c o n s e c u e n c i a d i r e c t a de t a l e s d e v i a c i o n e s se d e n o m i -
nan f e n ó m e n o s de d i f r a c c i ó n . 
R e p e t i r e m o s a q u í de nuevo cuando y donde e n c o n t r a r e m o s f e n ó -
m e n o s de d i f r a c c i ó n . Si a lo l a r g o de l c a m i n o de p r o p a g a c i ó n de la luz 
| iay un o b t a c u l o , un c u e r p o opaco , a l que l l a m a r e m o s p a n t a l l a , de f o r m a 
a r b i t r a r i a ,o si l a luz p a s a a t r a v é s de h u e c o s en p a n t a l l a s o p a c a s s i l a s 
l e y e s de l a óptica, g e o m é t r i c a f u e r a n e s t r i c t a m e n t e a p l i c a b l e s e n c o n t r a r í a m o s 
r e g i o n e s de s o m b r a n e t a m e n t e d i f e r e n c i a d a s de z o n a s t o t a l m e n t d i l u m i n a d a s . 
E n c a m b i o l a d i f r a c c i ó n o r i g i n a e l que l o s c o n t o r n o s no f u e r a n t an n e t o s co -
m o d e b e r i a n y h a y a una d i s t r i b u c i ó n b a s t a n t e c o n p l e j a de l uz . E s t o s f e n ó " 
m e n o s son t an to m a s f u e r t e s cuen to que l a s d i m e n s i o n e s de l a s p a n t a l l a s o 
l o s h u e c o s s e a n m á s p e q u e ñ o s y l a long i tud de onda p r o p a g a d a m a y o r . 
E l p r o b l e m a de l a t e o r í a de l a d i f r a c c i ó n c o n s i s t e p a r a l o c a l i -
z a c i o n e s de la f u e n t e l u m i n o s a y o b j e t o s y p o s i c i o n e s de e s t o s da to s , la -
d i s t r i b u c i ó n de la luz, e s t o e s , e l c a m p o e l e c t r o m a g n é t i c o en todo el e s p a c i o 
L a so luc ion e x a c t a de l p r o b l e m a e s n o r m a l m e n t e de una g r a n c o m p l e j i d a d -
m a t e m a í i c a . Debido a e l lo s o l a m e n t e p l a n t e a r e m o s a q u í l a s c o n d i c i o n e s gene: 
r a l e s , con i n d i c a c i ó n de l o s p o s i b l e s resu.l ta.dos 
6 . 3 . 2 . DIFRACCION : T I P O S DE D I F R A C C I O N 
Los f e n ó m e n o s de d i f r a c c i ó n se c l a s i f i c a n t e ^ ,d§s g r a n d e s g r u p o s . _ 
6. 3 . 2 . 1 . DIFRACCION DE FRAUNHOFER. 
c„ , . , 
Cuando e l foco l u m i n o s o y l a pan ta l la" en la que se o b s e r v a e l f e n o -
m e n o e s t á n p r á c t i c a m e n t e a una d i s t a n c i a i n f i n i t a de l o r i f i c i o o r e n d i j a que es la 
c a u s a de l a d i f r a c c i ó n . Su n o m b r e se debe a c a u s a s h i s t ó r i c a s . Se ob t i ene una 
i m a g e n b a n d e a d a de l m a t e r i a l . 
.6. 3. 2» 2. DIFRACCION DE FRESNE.L. 
- l i -
c u a n d o b ien e l foco l u m i n o s o o b ien la p a n t a l l a , o b ien a m b o s 
i m u l t a n e a m e n t e e s t á n a d i s t a n c i a f i n i t a de l o r i f i c i o . Se ob t i ene una i m a -
gen b a d e a d a de l o b s t á c u l o . 
L o s l í m i t e s e n t r e e s t o s dos t i pos de d i f r a c c i ó n no e s t á n b ien 
d e f i n i d o s . L o s p r o b l e m a s t e ó r i c o s q u e p l a n t e a l a d i f r a c c i ó n de F r a u n h o f e r 
son s i m p l e s . E n c a m b i o , l o s c á l c u l o s p a r a l a de F r e s n e l son n o t o r i a m e n -
t e c o m p l i c a d o s p u e s l a s o n d a s a l l l e g a r a l a p a n t a l l a no p r e s e n t a n un f r e n -
te p lano , m i e n t r a s que en l a de F r a u n h o f e r s í . 
NOTA 
En l a s e c c i ó n 6 , 2 . 3 . 1 . se d i jo que un c a m b i o de f a s e de % e r a 
lo m i s m o que una d i f e r e n c i a de na r c h a de X ¡2 . E s t o se j u s t i f i c a v i e n d o 
que 
í X t X 1 
y = A cog 2 % ( — - ~ } - % =A e o s 2% ( — - ^ - ~ ) = 
A e o s 2 % ( - - ^ ) = A e o s 2% ( t \ ¡2 
T X X 7 ~ " /l v T X 
E I S I C A 
P R I M E R CURSO PLAN 1,964. 
(ACCESO) 
7.5.- Campos eléctricos y magnéticos paralelos» 
Estudiemos los efectos sobre u n haz do electrones de u n ~ 
po eléctrico y uno magírico u n i f o r m e s , paralelos y de sentido coi'rs 
r i o . 
Si la velocidad inicial de los electrones es nula o parale-
la a la de los campos, el campo magnético no influye sobre los o"IPo-
trones y el movimiento resultante dependo únicamente do la intensi-
dad del campo eléctrico É» E l problema se reduce a l caso estudiado 
en (7.2). 
Si la velocidad inicial de los'electrones tiene una compr -
nente perpendicular a l campo magnético, esta componente bajo^Da ac-
ción do B produce una trayectoria circular independiente de E7, Forre 
debido a la acción del campo E la velocidad en el sentido del c-ampe 
varía con el tiempo, dan^o lugar a u n movimiento de hélice con paso 
variable con e l tiempo» Es decir lo, distancia recorrida por revolu-
ción en la dirección de los campos aumenta, en cada giro * 
E n general, para cualquier situación en que una partícula, 
cargada so encuentro bajo la acción do campos magnéticos y elóc'Vn -
eos simultáneamente, la fuerza sobre la partícula os 
E = q E 4- q v x B = q (E 4- v x B ) (7,10) 
0 0 o 
denominada fuerza do LORENIZ» 
E n nuestro caso suponemos campos eléctricos y magnéticos, 
uniformes y paralelos 
E = 3 E 
B = - 3 B 
Lo, ecuación (7.10) queda 
i j k 
v = v i 4- Y 3 4- v k 
x y z 
q E 3 4- q 
de donde 
v v v 
x y z 
O -B O 
(a i 4- a J 4- a k) (7« 

















z m X dt m 




d v y _ <1 
dt m y 
y por otra parto ' 
2 
d v 2 
z -q. 2 




tononos u n movimiento uniformo -
acelerado scgán osta componente, 
2 2 
d v q_ 2 
i —- - B v = O 
dt m z 
ecuación diferencial cuya soluci o n Vcimo s hallar 
2 
2 q. 2 q 





v = A e 4 - B e = C son wt 4- D eos wt 
z 
con las condiciones iniciales 
v = v 
x ox 
v = v 
7 o y 
v = v 
z oz 
t = 0 
de donde 
D = v 
oz 
x = 0 
y = o 
z = 0 
d v z 
= v = Cw eos wt - D w sen wt ,, C = — v 
dt x ox 
luego 
v = v eos wt - v sen wt 
z oz ox 
v = v eos wt 4- v sen wt 
x ox oz 
v oz V ox 
z = sen wt 4- eos wt 4- K s , 
w w 







V z a- s o n wt 4- —- - - (eos wt - 1) 
w w 
v n T v ' ' ' ' ' • XsS 




oz X = — s o n wt — (eos wt - 1) 
w w 
- 3 -
y para la componente y 
q. 
V - v 4- E t 
y oy m-
1 q E 
y = v t 4-
oy 2 m 
C o n lo que hemos determinado a n a l í t i c a m e n t e la trayectoria 
de la p a r t í c u l a . 
Como se h a visto en esto ejemplo en estos casos de campos 
m a g n é t i c o s y eléctricos la s o l u c i ó n analítica se obtiene r e s o l v i e n -
do u n a s ecuaciones d i f e r e n c i a l e s . E l camino seguido para esto caso 
es el que h a y que seguir para cualquier otros p l a n t e a m i e n t o d e l pro 
b l e m a m e d i a n t e la r e l a c i ó n de L o r o n t z y la segunda L e y de N e w t o n ; ' 
ecuaciones diferenciales d e l m o v i m i e n t o s e g ú n cada componente; con-
diciones iniciales del p r o b l e m a y por f i n tenemos las componentes -
do la t r a y e c t o r i a . Como ejercicio para el alumno dejamos el caso de 
campos m a g n é t i c o s y eléctricos p e r p e n d i c u l a r e s con partícula inicial-
m e n t e en r e p o s o . 
E n g e n e r a l p a r a estos problemas complejos e l m é t o d o intui-
tivos c u a l i t a t i v o , deja de ser ú t i l y h a y que a c u d i r a l a n á l i s i s 
cuantitativo d e l p r o b l e m a . So tiene a s í u n problema m a t e m á t i c o ya 
que las ecuaciones de p a r t i d a , en el caso de campos u n i f o r m e s , s o n 
siempre f á c i l e s de p l a n t e a r . 
E l m é t o d o para e s t u d i a r el caso g e n e r a l do u n a partícula. • 
s o m e t i d a a campos eléctricos y m a g n é t i c o s que f o r m a n u n á n g u l o c u a 
quiera es e l m e n c i o n a d o a n t e r i o r m e n t e . La ú ñ i e a c o m p l i c a c i ó n os la' 
m a t e m á t i c a . 
7.6.— Optica electrónica» 
La g r a n i m p o r t a n c i a que h o y . tiene e l m o v i m i e n t o de partícu-
las bajo la a c c i ó n de campos eléctricos y m a g n é t i c o s , e n m u l t i t u d 
de c i r c u n s t a n c i a s , ha originado estudios exhaustivos sobre ol toma 
y ha puesto de manifiesto la g r a n a n a l o g í a entre las t r a y e c t o r i a s -
de las p a r t í c u l a s cargadas y las t r a y e c t o r i a s l u m i n o s a s . Se h a croa-
do la llamada óptica o l e c t r ó n i c a g e o m é t r i c a qLie u s a de g r a n número' 
de r e l a c i o n e s y v o c a b u l a r i o de la óptica g e o m é t r i c a . 
S e h a n tomado de la óptica m é t o d o s para e l estudio do dis-
continuidades entre campos u n i f o r m e s , el concepto de l e n t o , la ley 
do la r e f r a c c i ó n , e t c . , E s t a s ideas son do a p l i c a c i ó n constante en 
los tubos de rayos catódicos para T . V . y oscilógrafos y en toda la 
gama de tubos especiales para alta frecuencia,, como son el tubo do -
onjas p r o g r e s i v a s el E l y s t r o n y ol m a g n e t r ó n . 
TEMA V I I I . - P r o p i e d a d e s dieléctricas y m a g n é t i c a s de la materia» 
PARTE P R I M E R A ; D I E L E C T R I C O S . 
8,1.- I n t r o d u c c i ó n . - Tratamos do estudiar ahora ios campos eléctricos 
en presencia de materia,. E l experimento m á s clásico es la v a r i a -
ción de la capacidad de u n condensador de placas paralelas cuando -
en su i n t e r i o r se coloca m i c a , vidrio o cualquier m a t e r i a l a i s l a n t e 
La capacidad aparece m u l t i p l i c a d a p o r una, constante m a y o r que la 
u n i d a d . E s t o f a c t o r que denominamos constante dieléctrica r e l a t i v a 
- & -
os independiente del tamaño y forma del condensador y varía amplia- -
mente de u n material a otro. A l vacio lo a s i g n a m o s } arbitrariamente, 
u n a constante dieléctrica relativa igual a 1. Todos los materiales 
no conductores presentan este efecto y los llamamos dieléctricos. -
"Vamos a estudiar en esto toma las causas do esto efecto y a determi 
nar los parámetros que lo doscriben» 
• 2»— íctrico y su m o m e n t o . 
Recordemos que el conjunto do una, carga positiva y una ne-
gativa do igual magnitud q separadas una distancia 2a forma u n dipo, 
lo eléctrico. Es simple do comprobar que los campos eléctricos pro-
ducidos en u n punto situado segiín la línea que une las cargas o en 
, la mediatriz del segmento de las -










4 7 7 
4a q 
2 4 TI ¿ Q r 3 
» a. 
(8.1) 
E n ambos casos so muestra como la intensidad del campo varía inver-, 
sámente con ol cubo de la distancia y en ambos casos es proporcional 
a la cantidad 2aq que llamamos momento dol dipolo; p = 2aq. 
U n dipolo eléctrico situado en u n campo oléctrico uniformo 
E está sometido a un-.momento 
f = q E 
M = 2 Ea son Q = 2aq E sen 9 = 
= p E son © (8.2) Y\ 
ol trabajo efectuado valdrá; 
p E son © d © = p E 
Si tomamos como porción do origen T I 2 
T = - p E eos © = - p 
2 




Es decir todo ol comportamiento del dipolo puede ser descr 
to en magnitud y dirección por medio do u n vector que llamamos mo-
mento del d i p o l o . Es un,"vector libro cuyo sentido va do la carga -
negativa -! a la positiva* 
E l dipolo tenderá a alinearse con el campo eléctrico aplicado. 
8,3.- Polarización do la materia. 
Estudiemos ol comportamiento de la materia cuando se la 
somete a u n campo eléctrico. Nuestra:, materia está compuesta por mo-
léculas con u n cierto minoro do átomos cada u n a . A s í pues cada mole 
cula contiene cargas positivas y negativas en su volumen. Respecto"" 
a la distribución do cargas pueden existir dos posibilidadess en — -
ausencia do campos eléctricos aplicados las cargas están distribui-
das en la molécula de manera que se observan ciertas c o n c e n t r a c i o -
nes do cargas positivas y negativas en diferentes extremos que da -
lugar a la creación do u n di-polo eléctrico. E n tal situación cada, 
molécula do nuestro cuerpo equivale a u n dipolo eléctrico y so dicé 
que el cuerpo tiene Lina £olarizac_ión c£p£ntanea. Cuando apliquemos' 
u n campa eléctrico exterior Tos dipoTos tonc¿ráñ a alinearse con él,-
aunque la agitación térmica impedirá que aquella sea total. 
La segunda posibilidad so refiero a la situación en quo 3a 
distribución de cargas on la molécula os uniformo no dando lugar a 
ningán dipolo espontáneo. A l aplicar u n campo eléctrico exterior -
las cargas do cada molécula so desplazarán en su interior y so agru. 
parán en dos extremos dando lugar a u n di£olo^olé£tri£0minci.fici_do®. 
E s intuitivo pensar quo o 1 momento del dipoTo^inducido, que existo 
sólo cuando h a y campo eléctrico, sorá proporcional a esto campo 
eléctrico. Volvamos a tenor una, alineación, parcial a l m e n o s , de 
las moléculas dol cuerpo. Tenorios una £ola.ri¿au£i^n__inducida. 
Debemos insistir quo on los procesos de polarización se 
verifica una estricta neutralidad do carga para, cualquier volumen" 
y no ha habido desplazamiento o transponte libre de cargas a t r a— 
vés del cuerpo.» 
\ttWf» d fcüfc 
Pensemos on ol condensador de la -
figura. P o r efecto del c amp o croado 
por la batería el dieléctrico so p_o 
lariza. Lo, placa, permanece n e u t r a } 
poro en la. ce.ra do la derecha aparo 
cc una acumulación de carga negati-
va y on la de la izquierdo, de carga 
positiva,. H a n aparecido cargas super-
ficiales inducidas, ambas son de -
igual magnitud. 
Estas cargas inducidas croan u n can 
po-eléctrico quo so opone a l exter-
no, al quo habría on ausencia do — 
dieléctrico. Es decir, on u n punto 
situado entro las armaduras del car. 
donsador y en ausencia do dieléctra 
co, existiría u n canpo eléctrico -
E = ~ ~ , Por el simple hecho do introducir el dieléctrico, ol -
o d 
campo eléctrico E en oso punto os la diferencia, entre el E y ol -
"7 o 
creado por las cargas superficiales inducidas E ' . 
1 = 1 — E 1 
o 
Desde u n "punto de vista atómico ol dieléctrico ha quedado 





mos hablar, diciendo que tenemos vectores momento de dipolo distri-
buidos por el cuerpo. Su resultante por u n i d a d de volumen será u n 
vectorJP que llamamos polarización. A s í pues la polarización eléc-
trica P es la resultante de los dipolos eléctricos en u n a unidad -
de volumen y es función de la naturaleza del sólido. E x i s t e , sin -
embargo, u n a estrecha relación entre la superficial inducida 
iE 
y este vector F . P a r a visualizarla volvamos a dibujar nuestro die-
léctrico situado en u n campo eléctrico u n i f o r m e . 
llamemos a la densidad de carga 
P 
superficial inducida. E l vector po. 
larización total del bloque será ~ 
S 1 F . P o r otra parte el vloque ha 
quedado como constituido por u n -
gran dipolo de cargas 4- ¡5**S y -
P 
- <5~~S y de momento S I . D e donde 
P P 
P = . E s t a relación m&dular pue-
P 
de generalizarse a u n a forma integrovectorial si suponemos u n a su-
perficie limitadora del clieléctrico de cualquier forma.» 
P ds (8.4) 
el signo - se explica debido a que las líneas de campo del vector 
polarización van de u n a carga negativa a u n a _ p o s I t i v a , al contra— 
rio^de lo que sucede con el campo eléctrico E . Entonces las líneas 
de P saldran de u n volumen que contenga carga inducida negativa. 
H a y que insistir que la ecuación (8^4) se refiere a c a r -
gas inducidas, ficticias. También el vector P solo tiene e x i s t e n -
cia en el interior de los dieléctricos. E l efecto macroscópico de 
la producción de dipolos moleculares se manifiesta a l exterior como 
la producción de cargas superficiales i n d u c i d a s . A s í cuando tenga-
mos u n bloque de u n dieléctrico polarizado podemos explicar los e-
fectos macroscópicos que ocurren en sus cercanías reemplazando el 
bloque entero por las cargas superficiales inducidas. Haciendo es-
to ignoramos la naturaleza íntima del fenómeno y de los dipolos in-
ducidos . 
Otra simplificación que vamos a introducir es que la pola, 
rización F es proporcional al campo eléctrico aplicado 
e x e 
o 
(8.5) 
donde X ©s la susceptibilidad eléctrica y E es el campo macroscépi 
co exterior ya modificado por las cargas superficiales inducidas,. 
La constante £ se ha introducido para simplificar relaciones po¡3 
o 
teriores. Afortunadamente, )8.5) se verifica en la mayoría de los 
materiales y dentro de márgenes a m p l i o s . 
8.4.- L e y de Gauss en los dieléctricos, 
Apliquemos la l e y de Gauss a u n a región elegida de t a l -
manera que encierre cargas almacenadas on las placas metálicas del 
condensador y cargas superficiales inducidas. Tal es la situación 
indicada en la figura por las líneas de t r a z o s . 
Ahora el campo eléctrico se encon-
trará relacionado con la carga li-
bre y la superficial inducida» 
1 1 
E.ds (q 4-q ) = q 
¿ o 1 P ¿o t o i a ^ 
Es decir que el flujo de las líneas 
do campo eléctrico depende de'la —-
carga total, libre e inducida f que 
h a y en ese v o l u m e n . 
Volvamos a considerar el problema 
del condensador de placas paralólas, 
cuya cargo, en las mismas es c o n s— 
tanto aunque varíe el dieléctrico» 
E n el caso del v a c í o s la densidad de cargas móviles o li-
bres en las placas es y el campo eléctrico uniforme entre las 
placas es 1 
E = 
Cuando introducimos u n dieléctrico que llene el espacio entre las 
cargas, se polariza el dieléctrico y aparecen las cargas superfi-
ciales inducidas con u n a densidad $"p .. en las caras del d i e l é c t r i -
co perpendiculares al campo eléctrico» 
A h o r a el campo eléctrico es 
1 
E = ( <5~ 4-
f 1 v 
(8 o 6) 
Si suponemos que m r se ha mantenido constante. Como 15- y <T son 
: 1 , P 1 
de signo contrario, la introducción del dieléctrico ha producido un5 
disminución o debilitamiento del campo comparado con el vacío.. E n 
realidad el campo E es u n campo medio pues si recorriésemos el die_ 
léctrico el campo varía do punto a punto periódicamente. 
Teniendo en cuenta que según 
p X E 
p o 
1 
E = — (.5- - £ j £ E ) ,, E 
S o 
E T T T ^ 
y llamando fe = C ( 1 4-T) y E 
o €0 
Siendo C la permisividad dol m a t e r i a l . Obtendremos expre-
siones para el campo eléctrico la capacidad y el teorema de Gauss -
análogas en forma, a la del vacío poro sustituyendo ¿ por <£. A s í 
o 


























y la l e y de Gauss 
1 
ds (q 4 q 
1 V 





E ( 1 4-Of) ds = A CT = q. 
1 1 
E ds q. 
i 
en que también se conserva la forma» Se considera solo la carga li-
bre y la inducida so tiene on cuenta on el factor (1 4-jjT) del primea 
m i e m b r o . 
E n resumen tenemos dos métodos para estudiar las propieda-
des dieléctricas de la materia» Una os relacionarlas con la polari-
zación individual de las moléculas» la otra es tenerla en cuenta 
sustituyendo la constante de permitividad del vació C por la cons-
to 
tanto de permitividad de eso m e d i o . 
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,5.- E l desplazamiento eléctrico D . - Según lo anterior el can 
po eléctrico íí dependo de las cargas libres y de las cargas inducT 
das» Tratemos do buscar u n vector que dependa exclusivamente de -
las cargas r e a l e s . Recordando que 
S~ = 4- <3^ y que 
total 1 p 




= P y y £ E 4- P 
o 
y llamando D a esta, densidad do carga libre tenemos e l vector des-
plazamiento 
siendo también 3) = C E 
De sus definiciones deducimos; 
1.- D está únicamente relacionad^ con la carga libre. Se pue-
de representar u n campo vectorial do D por líneas de campo que co-
m i e n z e n y terminen on cargas libros. 
2.- ' P está relacionado únicamente con las cargas de polariza-
ción, las inducidas. También so puedo representar por "líneas do -
campo pero desdo cargas negativas a positivas, 
3.- E está relacionado con todas las cargas que existen. D e -
termina la fuerza quo obra sobre una. carga. P y D son vectores a u -
xiliares 
_ - 2 
P y D.. so m i d e n on cul/m 
on V / m ó v / c u l . 
De la definición de D = queda la ley de Gauss genera-lizada 
r. 
^ J Ü). ds = q on presencia o no de dieléctricos. 
P vale coro fuera del dieléctrico 
D es el mismo valor en é l que el vació 
E tio.no valores diferentes on ol dieléctrico y en 
ol h u e c o . 
8«6.- Condiciones de contorno entro dieléctricos. 
Supongamos una, superficie plana do separación entro dos -
dieléctricos cío diferentes constantes k ~ y k . E n sus superficies 
1 2 
no h a y almacenamiento de cargas libros aunque si inducidas. T o m e— 
x ^ m o s u n a superficie de Gauss en for 
ma de moneda, como indica la figura, 
A l no h a b e r carga libre encerrada 
f D ds = O 
E l flujo a través de la superficie 
lateral del cilindro so puede des-
preciar porque so puede hacer tan 
pequeña como so quiera. Quedando ; 
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D *cLs 
J s 1 1 
,ds 4- D" ,ds = 0 = - D 
2 . i n 
s D s 
2n 2 
D = D 
1n 2n 
el signo menos para D aparece por ser vector entrante en la s u— 
1n 
porfíelo s o 
1 _ 
Luego las conponontos do D nornalos a l contorno ele sopara 
clón son continuas. 
Supónganos la misma situación y construyanos u n circuito 
cono indica, la figuro, de u n rectán 
guio alargado <, Por ser cerrado 
luego como b c = da 




la circulación a lo largo de ab y 
cd se ouede despreciar por ser ca> 
minos tan pequeños como se quiera 
luego 
(|)E . I I 
















las componentes do E tangentes a la separación, son continuas a tra 
ves del centro de separación. ~ 
Como ejemplo de aplicación estudiemos la dirección que ten-
drá u n campo "ólcctf-iQp E-¡ que~se-en 
tíuontra^en el moTáio fl) después de pa 
sar a l medio ^ 
Suponemos campos eléctricos unifor-









D = D D 
1n 2n 
E = E D 
t1n t2 
Para encontrar la relación entre 







k E eos 0 
o 1 1 1 
k E eos 0 
o 2 2 2 
E • = E- sen 0 
t1 1 1 
E = E sen 0 
t2 2 2 
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,7.- Almacenamiento de energía en u n campo eléctrico 
Recordemos cjue toda configuración de cargas tiene asocia-
da u n a cierta energía potencial igual a l trabajo que debe efectuar 
se para constituir la configuración a partir de las cargas indivi-
duales a las que se supone que originalmente estaban separadas por 
distancias infinitas y en reposo. Esta energía "potencial nos recuero 
da la almacenada en u n resorte Comprimido o la energía potencial 
grq.vitatoria de u n objeto elevado y la tierra. 
Cada vez que llevem os u n a nueva carga a l condensador este 
aumenta su potencial y para traer aún m a s carga h a y que realizar 
u n trabajo luego aán el condensador elevará más su potencial. 
Sea u n condensador de capacidad C (capacidad que depende 
exclusivamente de su configuración geométrica y del dieléctrico) 
que en u n cierto instante t tiene u n potencial V(t) y una, carga -
q(t)„ Pensemos en el trabajo que h a y que realizar para incrementar 
en d'q la carga del condensador 
di = d -U = Y(t) dq dq 
c 
Si el proceso se ha empezado cuando la carga era nula y si 
gue hasta que la carga es q , el trabajo total será 
o 
I = di = 
r 
c 2 c 2 
2 1 2 
Esta energía almacenada, es razonable suponer que resido 
en el campo eléctrico» Podemos decir que cuando cargamos u n con-
densador creamos u n campo eléctrico en el espacio y que este cam-
po eléctrico indica u n a energía almacenada. 
A s í para el caso de u n condensador de placas paralelas el 
campo eléctrico es uniforme y resido entro las p l a c a s . Se puedo -
definir u n a densidad de energía dividiendo el trabajo realizado -
para cargar el condensador por el volumen en que reside e l campo 
1 2 i / 




A d A d 
( — ) 
2 d 
es la intensidad del campo eléctrico 
1 2 1 2 
IT = k £ E = -—- £ E (8.7) 
2 o 2 
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2 Entonces la energía almacenada en u n v o l u m e n dependo do 
E en ese v o l u m e n . 
Aunque la fórmula (8.7) so ha deducido únicamente para -
este caso s i m p l e del condensador do placas p l a n a s , con campos oldc 
trieos u n i f o r m e s , es válida para cualquier s i t u a c i ó n . E n g e n e r a l -
la energía almacenada en u n v o l u m e n depende del en ese volumen» 
A s í la expresión general de la energía total almacenada sería 
1 r 2 
U = — ¿ i E d v 
2 J 
integrando a l espacio de que so t r a t e . 
H a y que señalar que si el espacio en estudio contiene -
cargas p u n t u a l e s , el campo eléctrico E tiende a infinito según nos 
aproximamos a ellos. Afortunadamente las cargas reales tienen tama 
fio finito y no aparece este p r o b l e m a . 
Como indica (8,7) la energía almacenada es función del -
dieléctrico supuestas las otras magnitudes constantes. A s í supongamos 
que tenemos u n condensador de placas paralelas que carga a u n p o— 
t e n d a l V y seguidamente se desconecta lo, b a t e r í a . La energía al-
macenada será 
1 2 
U = ___ c Y 
o 2 o o 
Seguidamente so introduce u n a placa dieléctrica con E = K que ocu 
1 
pa el espacio entre n l a c a s . i¡a energía es ahora 
( Y ) 2 
1 2 1 ( o ) 1 
U = — C Y = E C (• ) = U 
2 2 1 o( E ) E o 
La energía después do introducir el dieléctrico os m e n o r en- u n fac 
1 
tor * La diferencia so ha utilizado en realizar trabajo sobro 
la lámina entrante. Este' trabajo positivo que el condensador efec-
túa sobro la lamino, serás 
1 2 1 
I = u - U = — C Y ( 1 ) 
o 2 o o K 
IIJLARIE 
PROPIEDADES MAGNETICAS DE LA M A T E R I A 
8.8.- Introducción.- Recordemos u n simple experimento; si por u n sQle-
noide hacemos pasar u n a corriente eléctrica se nos crea u n a induc-
ción m a g n é t i c a B y u n flujo por el solenoide; B . A . Si bruscamente 
cortamos el paso do corriente la variación de flujo producirá u n a 
f.o.rn. i n d u c i d a . Si como detector de variaciones usamos u n galvanó 
metro balístico (cuya desviación es proporciona,! al flujo inicial"}* 
la lectura do este galvanómetro será distinta si el solenoide está 
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vacío o está ocupado por Pe por ejemplo. Para u n a norma corriente 
se indica que los flujos son distintos. Esto nos indica que la rna 
teria altera la situación inicial. Seguidamente vamos a estudiar 
las razones de este comportamiento magnético de la m a t e r i a , las -
tres forme.s posibles de paramagnetismo, diamagnotismo y forromag-
netismo y su relación con el comportamiento microscópico de la ma 
teria. 
Nuestra finalidad y los parámetros que usemos para este 
estudio serán análogos a los que empleamos en la parte primera pa 
ra las propiedades dieléctricas do la m a t e r i a . 
8,9.— Dipolo magnético y su m o m e n t o . 
Recordemos que las corrientes, eléctricas, os decir las -
carcas en m o v i m i e n t o , croan campos magnéticos y que tal fenómeno 
osta regido por la ley do Aripóro 
CJPB . di = yU i 
siendojjl la permeabilidad del vacío 
-7 
ul - 477 x 10 weber/A.m 
/ o 
La ley de Ampere es ú t i l para el cálculo sólo si la distribución 
de corriente presenta unajsimetria que permita calcular con faci-
lidad la integral QtfjE . di . Este requisito limita considerable- -
monte la utilidad So osta l e y en los problemas prácticos. No es -
que la ley do Ampere fallo os solo que su aplicación es limitada 
bajo el punto de vista p r á c t i c o . 
E n tales casos se calcula B en u n punto cualquiera divi 
diendo la distribución de corriente en elementos de corriente a-
plicando la ley do BÍát-Savart y sumando las contribuciones do -
campo aportadas por cada elemento do corriente en el punto consi 
dorado. 
La loy do B¿$t-Savart so escribo en forma voctorio-1 co 
mo __ 
M i d i x r 
d B = ^ - a— -
4 71 P 
i d l es el elemento do corriente creador del campo magnético d B 
r es el vector que va desde el elemento descorriente hasta e l p u n 
to P en el que se quiere determinar d B . 
/ _ 
E l campo resultante en P será B =j dB 
-y 
Consideremos uno. espira circular__de corriente, de radio R 
y que lleva una corriente i . Calculemos B para puntos situados en 
el eje. ____ 
E l elemento di será siempre tangente o, la espira y para -
la parto superior do la misma será perpendicular a l papel salien-
do del m i s m o . 
E l elemento dB estará por tanto en el plano del papel y 
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se podrá descomponer en dos compo-
nentes, u n a £B" a lo largo delqjo 
1 
do la espira y otro dB perpendi—-
2 
cular a l mismo» Debido a la s i m e— 
tría las componentes normales ác -
anulan para todo el anillo y se su 
m a n las componentes según el eje» 
Observemos que dB es el mismo pa-
1 
ra cualquier elemento de corriente 
del anillo es decir 
Calculemos dB 





dB cos<X= £ _ 
4~n 
di r ^ JJ01 cosoí di 
4 T | r 2 
siendo 
eos ¡X 
\l 2 2 V R 4- x 
luego 
A 
i R 2Tm 
A 2 2 2 2 
477 V R + x (R 4- x ) 
U i E 
2 2 3/2 
2(R 4- x ) 
S i suponemos x^)- R , os decir P está bastante alejado do la espira 
B 
2 2 
> 0 i E _ J ^ o (TlR i) 
3 271 3 





Siendo pm el llamado momento del dipolo m a g n é t i c o . La ecua 
ción (8.8) es análoga a (8.1) del campo eléctrico croado por u n dT 
polo eléctrico. Tenemos así definido u n dipolo magnético como una 
espira do corriente y su momento como el producto del área de la -
misma por' la corriente. 
Coloquemos esta misma espira en u n campo magnético B u n i— 
forme . La experiencia h a b r á que realizarla de manera que se pueda 
alimentar a la espira c-on la corriente i y de manera que pueda gi-





Recordemos que la fuerza que se ejerce sobro u n conductor 
por el que circula una. corriente os 
f = i I x B 
La fuerza neta sobro la espira es la resultante de las -
fuerzas sobi-e los cuorbro lados» Sobro los lados 0)y(2)se ejercen 
fuerzas paralelas al eje y de sentido contrario. "Su resultante es 
cero y el par nulo también. Sobro los lados u)s r(4)se ejercen fuer 






que producen u n par do momento 
= i a B b sen 0 = (i a b ) % son 0 = p n B sen © 
entonces podemos asignar a p m 
F-
el caractor vectorial y cuyo sentido 
viene dado por la regla del saca~ 
corchos a l seguir el sentido de -
circulación de i . Este sentido -
coincido con el del campo B croado 
por la espira. 
Como vemos el par ejerci~ 
do por el campo magnético tiendo 
a alinear la espira con el campo. 
= Pm x B 
2 
E n general so puede demostrar que el valor del momento del 
dipolo eléctrico dependo d e l producto ároa por corriente cualquie-
ra que sea la forma de la espira. 
Cualitativamente, podemos resumir diciendo que una espira 
de cualquier forma por la que circula u n a corriente i so denomina 
dipolo magnétido y su comportamiento queda descrito por el vector 
momento del dipolo magnétido p m , do módulo ároa x corriente; re-
sentido el do avance del sacacorchos y según el eje do la espira. 
Esto vector tiendo a alinearse con el campo magnético aplicado. -
Análogamente a como el vector 
* 1 momento del dipolo eléctrico so 
alineaba con el campo eléctrico 
exterior. 
Señalemos como respecto a los puntos del eje de la ospi-
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ra coinciden on dirección y sentido los vectores B creado por la 
espira y p m definidor do la espira. 
La u t i l i d a d y justificación de u s a r "pm es que cualquiera que 
sea la forma de la espira, ol par depende únicamente de i Á y no de 
la forma» Podemos justificar esto tomando u n bucle de forma arbitra 
ria y considerarle como la suma do 
espiras rectangulares que indica ~ 
la f i g u r a . Si la misma corriente -
circilio, por cada espira roctangu—-
lar en el mismo sentido las co- -
rriontos interiores se anulan que-
dando sólo la corriente periférica 
que so puede aproximar a la espira 
dada tanto como noso^ r§s querem o s . 
E l par t o t a l es la suma do los pa-
ros individuales y por tanto depon 
do sólo do corriente y del arca total independiente do la forma 
Ya que sobre u n a espira, de corriente u otro dipolo magnéti-
co obra u n momento cuando so coloco, en u n campo magnético exterior, 
se deduce que debo hacerse u n trabajo (positivo o negativo) median-
te u n agente exterior para cambiar lo, orientación en u n campo magno 
tico e x t e r n o . 
E l trabajo que u n agento exterior dobe realizar para cambia: 




"5 d© r p m B son 0 dO = p m B —eos 
9, 
1 
y tomando como posición do partida © - = 902 
1 
T — — pm . !b 
TABLA RESUMEN DE LAS RELACIONES EN DIPOLOS ELECTRICOS Y MAGNETICOS 
P r o p i e d a d Dipolo eléctrico Dipolo Magnotic 
Campos en puntos del 
eje m u y distantes del 
dipolo 
E 1 P 
2T7¿o x3 
S o P n 
B = — — 
2 x-3 
Campos en puntos m u y 
distantes situados -
en ol plano mediatriz 
E 1 P 




M o m e n t o on u n campo 
externo ^ = p x E - (E, = p m x B 
Energía en u n campo 
externo U = - p „ E U = - p m . B 
Y o c t o r representativo 
P = q. 1 
do carga (£) 
a carga Q y 
pn = i A 
según ol eje espii" 
s a c a c o r c h o s . 
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10 o- L o y de G-auss del m a g n e t i s m o . 
La loy do G-auss dol nagnotisno os una manera analítica-
do expresar una conclusión deducida de los hechos experimentales, 
esto es, que no existen polos magnéticos aislados. Es docir que -
el flujo del vector B que atraviesa una superficie cerrada c u a l -
quiera debo ser n u l o . 
ds = 0 
B 
Las líneas de B son siempre cerradas y no terminan ni -
en cargas m a g n é t i c a s . No hay; fuentes do B no h a y pun— 
tos do donde salgan líneas do campo B y tampoco & a y sumideros en 
los cuales acaben dichas líneas. 
3.11.- Los vectores M . 
Supongamos u n determinado solonoido en forma de toro., 
con N espiras, longitud L y por el c^uc circula una corriente i, 
Cuando en su interior existo ol v a c i o , la inducción magnética ( 
N . —2 
B = áA*. —i- wobor - m B =U 
/ i / 
o 
siendo j u n parámetro 
que denominamos densi-
dad de corriente dol -
solenoide. 
quo podonos poner en la forma B = / U • js 
• 
Si en el interior del solonoido colocamos u n trozo do material B 
os ? en general, modificado por la presencia del cuerpo. Esta mo-
dificación so hace m u y ostensible con determinadas sustancias que 
denominamos forronagnéticas. .Concluímos en que debe h a b e r una -
interacción entro la materia y el campo magnético cuyo resultado 
os modificar ol valor de B . 
Esto es 'previsible si pensamos quo la materia está com-
puesta de dipolos magnéticos atómicos? dipolos magnéticos que re 
sultán dol movimiento orbital de los electrones alrededor del nu 
cleo, dipolos intrínsecos con ol movimiento de spin del electrón 
(clásicamente la carga girando so pudo considerar como si estuvio 
ra hecha do espiras infinitesimales do corriente) y de los dipo-
los magnéticos origi.aa.dos por el núcleo a t ó m i c o . Entonces ol of.o_c 
to do u n campo magnético externo será tender a alinear los momon 
tos de los dipolos según la dirección dol campo. 
Podemos caracterizar el grado de alineamiento p o r el rio 
monto magnético total por unidad ele v o l u m e n , procedente do la su-
ma vectorial de los momentos magnéticos individuales. Esta os la 
magnetización M del naterial__cuyo significado en magnetismo es'-
siniloa? a l doso.rrollado por P en los dieléctricos. Esta definr— 
ción equivale a decir que M es el número noto por unidad do volu-
m e n do dipolos ofoctivamonto alineados con B . 
Consideremos u n cubo quo contiene u n cierto número do 
dipolos magnéticos atómicos alineados según ol campo magnético -
externo. M a s correctamente, como no todos los dispolos están ali 
noados con ol campo B ? los dipolos de la figura representan la -
alineación n e t a , efectiva os docir la magnetización nota dol cu-
b o . Si quisiésemos calcular ol campo que estos dipolos crean en 
u n punto m u y alejado del cubo, sábenos pprlas propiedades do 
los dipol os magnéticos, quo esto campo podría sor croado p o r u ñ a 
"espira equivalente" fornada por -
u n a corríante de magnetización i 
mag 
QUO rocorriose u n porfil del cubo , 
cono indica la figura. E l canpo pro 
ducido puedo sor ol nisno dolido a 
esta espira alrededor dol cubo quo 
dobido a los dipolos atónicos. E l -
Gonoiito dol dipolo alrededor del cu 
bo será 
Pr, = 1 A 
n a g 
Entonces la magnetización M ó nonento magnético resultante 




i n a g 
- 3 (A m 
m a g 
siendo 3 la densidad solonoidal de corriente do magnetización. Su 
m a g 
significado es que circulando alrededor dol cubo produce ol mismo no 
mentó magnético quo la suma do los dipolos magnóticos individuales• 
Podemos extender esta idea considerando ahora u n cilindro -
de material do superficie lateral cualquiera. Le podemos suponer com 
puesto por rebanadas cada u n a do las cuales osta formada por cubos -
idéntidos a los estudiados anteriornonto por una corriente do magne-
tización i , Los efectos de las -
: m a g 
corrientes en ol interior del cilin 
dro so cancelan quedando únicamente 
las corrientes alrededor de la supor 
ficie exterior. La magnetización por 
unidad de v o l u m e n os la misma en ol 
cilindro y on el cubo, poro aquí la -
corriente de magnetización circula 
por la cara externa del cuerno total, 
Es decir para tonar en cuo.11 
ta la variación del ÜB croado por ol 
sol'enoido después do la introducción do la materia habrá quo oscri-— 
oír; 
on ci vacií B = 
A 
en la materia B (i J- 3 m a g j 
6 bajo la ley do Ampere 
B . d i = 
A 
i 
y B . clL = 
'h 
(i 4. i ) 
m a g 
es docir i representa una corriente hipotética quo produciría la 
m a g 
misma B que so produce ahora con ol núcleo do una cierta m a t e r i a . -
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Estas corriontos do magnetización so suelen llamar también corrien-
tes superficiales do A m p e r e . 
Antes liemos encontrado quo ol módulo do la magnetización -
era igual a la corriente de magnetización por unidad de longitud te 
mada perpendicularmente „ Era lo que hablamos denominado densidad -
solonoidal de corriente de magnetización. 
i • , , 
M = .i = __tr2:S_ . f i = ffi 1 
m a g 1 ' ' m a g 
E n general so puedo demostrar quo para cualquier configura-
ción 
i ™ 
i = f^M . di 
m a g J 
la ley do Ampere se puede escribir ahora 
0 B . di = IX i -í- ¿C fy M d i 
J / 0 /o) 
Es decir hemos visto quo la inducción magnética B depende ahora de 
la corriente física, r e a l , externa, que circulo, por la bobina y de 
la magnetización de nuestro cuerpo, quo equivale a uno, cierta co— 
rriente do magnetización ficticia» 
La ley do Ampere se puede escribir también 
r _ a i) 
/ft (__„/_£_„) „ (TT = i 
^ t \ / A j 
/ o 
quedando ahora la cantidad entro paréntesis dependiendo únicamente 
de la verdadera corriente i , sin tenor en cuenta la do m a g n e t i z a— 
ción. Lado, la importancia de este término se le da u n nombre espe-
cial, intensidad do campo magnético H , o sea 
H 
quo se puedo escribir 
/-i o 
/ 
- /A H J- ¡JL ® 
y o y o 
con lo quo la ley de A m p a r e queda en forma sencilla 
é ® - ^  = i 
J , 
Si el solenoide está v a c í o , M = 0 y B = u. H 
con lo que S y E difieren en un_Joactor constante. H ignora los efoc_ 
tos de la materia como lo hace D„ ~ 
I g u a l que hicimos en dieléctricos, podemos suponer que en -
ciertos modios existo proporcionalidad entre lo, magnetizacion M y 
la intensidad H on ese p u n t o . Asi. paro, estos materiales 
TV[ TJT 
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dondo £. os la susceptibilidad magnética con lo que 
El 
= ^ U 4- S j 





¡J. - ( 1 4- X ) permeabilidad magnética do .nuestro LIO 
} o m di o. 
queda 
B j k H 
Sucio ser ú t i l definir Lino, oorneabilidad relativa k/ Le . y V o 
Queda por último u n a clasificación do los materiales por -
su valor de X . Observemos que S es on definitiva una medida del 
m m 
alineamiento do los dipolos atómicos bajo la acción de u n campo -
magnético externo. Pensemos quo dado u n m a t e r i a l con N átomos por. 
u n i d a d de volumen la magnetización máxima será N ve eos lo. del dip£ 
lo magnético atómico, Sin embargo el proceso de alineamiento os -
francamente difícil dadas las vibraciones térmicas dol m a t e r i a l . -
A s í e l m a t e r i a l adquiere u n nonato magnético a l colocarse on u n caí 
po magnético externo 5 poro oste momento os macho m e n o r que o l mdhcT 
no . 
Clasificáronos a los materiales on parama.gnéticos si X 
' ' TI 
es positiva pero nacho no ñor quo 1, lo cual indica que ¿ c " > A 5 en 
y f / o 
diamagnéticos si X os negativo, y pequeña oompare.de, con la u n i d a d , 
n 
es decir y forromagnéticos en que X os positiva y grande -
, _ > v / • // 
v 
/ o 
poro no constante, con lo que f-ty^/U 
' '/ o 
8 3 2.— Condiciones ele contorno para B y E , 
A partir de su definición, resulta obvio que el vector n a g 
nctización so anula on ausencia de materia.. Las condiciones de con 
torno para los vectores B y H se pueden encontrar por u n p r o c e d í— 
miento análogo al utilizado on dieléctricos. 
Sean dos materiales do p e r m e a b i l i d a d e s ^ ^ - 1 Ja • ^as ecua-
ciones quo rigon los campos en la superficie do separación de am—-
bos son r 
iiJ B . as = 0 ) 
ya que las líneas de B son corradas y no existen cargas magnéticas, 
y 
ñ. & dx 0 
Si suponemos que por el interior do nuestro m a t e r i a l no circula nin 
guna corriente físico, r e a l . Aplicando ambas ecuaciones a recintos 
análogos a los vistos en 8.6 so llega a 
B = B ., H" = H 
1n 2n ' ' 1t 2t 
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Es clecir existo continuidad do las conponontos n o m a l o s do la induc-
ción y de las tangenciales de la intensidad de canpo m a g n é t i c o . 
Estas condiciones son análogas a las encontradas para D y -
n 
E en dieléctricos. Por analogía, para u n a incidencia oblicua sobro 
lá superficie de sepraoión 
tg 0 - u 
1 ' / 1 
tg 0 / x 
9 
•33- Alaacenanionto do energía en u n canpo m a g n é t i c o , 
Sea u n a bobina de autoinducción L por lo que descaaos circu-
le una corriente i . La onorgía que h a y que gastar para ello es la — 
energía quo se requiero para croar u n canpo magnético en el e s p a c i o -
interior del solenoide. Si la corriente h a de pasar do 0 a i , sogán -
cualquier función, en cada instante la f o n . inducida será 
cU (t) ; 
Y ( t ) = - L — i 
si en ose infante t se quiero desplazar la carga dq desdo e l g e n e r a -
dor hasta la bobina h a r á falta realizar u n trabajo 
d i 
di = - Y d q = 1 — - da = L i d i 
dt 
luego f 1 f 2 
1 = j L i d i = — L I 
--Ó 2 
I g u a l que sucedía en ol caso del condensador osta energía so supone 
almacenada en ese campo magnético croado por la bobina y el valor 
' N I 
B 
/ 0 1 
Entonces también "podemos hablar de una densidad do energía — 
almacenada 
1 2 1 N B A 2 
1 i . I 
2 2 1 ' 
1A 1A 
2 
B 7 ~3 
J u l i o s , m 
para el caso dol v a c í o . 
/ o 
Argumentos idénticos podemos tenor para e l caso do que la bo-
bina esté rellena do u n cierto material de permeabilidad 
2 
1- • B - 1 y 2 3 
B H = — H j/m 
v o l 2 2 2 7 
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8 . 14- Magnetismo en la materia- G-onorall dados -
E l dianagnotisno os una característica que so presenta en 
todas las sustancias» La aparición dol paramagnotisno y de todos los 
otros tipos do nagnotisno es ol resultado dol hocho do quo «ruchos -
átonos poseen nonontos magnéticos pornanontos quo so contraponen 
a los efectos diamagnéticos, 
Los nonontos magnéticos poraanontes so dobona tros causas; 
a) ol mononto magnético dol dipolo orbital do los elementos 
b) ol momento magnético dol spin de los electrones 
c) o1 momento magnético dol núcleo. 
A s í cualquier sustancia quo tenga dipclos magnéticos habrá 
efectos paranagnéticos y diamagnéticos, poro los paranagnéticos pro 
dominan u s u a l n e n t c . 
Si pensamos en el alineamiento do los nonontos magnéticos' 
individuales 5 encontraríamos mediante el cálculo c¡uo las fuerzas -
magnéticas son tan pequeñas que los movimientos térmicos destrui- -
rian esto alinoanionto a ú n a tenperaturas tan bajas cono centésimas 
de grado K e l v i n . A s í sevía inposible a la temperatura ambiente t e -
ner u n a alineación permanente do los momentos* 
Pero por otra parto esto es lo quo sucede on el hierro; los 
dipolos se alinean. H o y u n a fuerza efectiva entre los mementos mag-
néticos de los distintos átonos dol hierro que os mucho m a y o r que -
la "interacción magnética directa". Esto efecto indirecto sólo pue-
do explicarse por Mecánica Cuántica» Es uaas cien m i l voces mayor quo 
la interacción directa y os la responsable del alineamiento do los 
momentos de los materiales forromagndticos• 
Aunque nesootros denos una explicación o introducción a i -
paranagnetisno y dianagnetisno, debemos aclarar que no es posible -
entender los efectos magnéticos do los materiales desde el punto do 
vista de la M e c á n i c a Clás ica.. Insistimos on que los efectos magnoti 
eos son do naturaleza entoranonto nocánioo-cuántica. De todas mane-
ras la mecánica clásica nos dará algaras ideas do lo que puedo suco 
der. 
8.15.— Po,rangnotisno. 
La característica esencial del paranagnetisno os que su sus 
ceptibilidad m a g n é t i c a , X os positiva poro mucho menor que la u n í 
n 
dad. 
Podernos imaginar la situación do la siguiente m a n e r a . Sabe-
mos quo los dispolos magnéticos que pueda tener el material pueden 
tonor su origen on ol movimiento orbital del electrón, en su spin y 
en el n ú c l e o . Puede suceder que la resultante do todos los dipolos 
sea coro de mañero, quo ol m a t e r i a l tonga u n a magnetización inicial 
nula. Además on circunstancias normales, las vibro,clones aleatoria 
de los dipolos dando u n a n o d i a n u l a . Cuando apliegúenos u n campo -
magnético exterior so coercerá u n a fuerza, sobre esos dipolos que — 
tenderá a alinearlos con H y habrá u n a magnotización M . 
Podones tenor una nedida del grado do alinoanionto do nues-
tros dipolos conparando la energía térmica do los mismos(3k I) o -
energía cinética media do los átonos del sólido a la temperatura T 
y el trabaj o quo tiene que desarrollar ol campo para alinear u n di-
polo que estaba antilinoado, es decir 
3 k I 
23 
siendo fe la constante de B o l t z n a n n y T la temperatura absoluta.. 
Entonces podones suponer que la magnetización del material 
será proporcional"a esto factor f y dependerá también del numero -
teórico máximo de dipolos ali.nes.blcs, es decir 
2 
N p T 
M = N p f = -
m 3 k l 
• m 
Si estamos tratando con materiales paranagnótieos en que H 
os m u y pequeño respecto a H , podemos sustituir B p o r ^ ^ H , quedando 
2 
X = 
H 3 k 1 
0 
•T 
Esta dependencia ele la susceptibilidad do los materiales -
paraxiagnéticos con T-1 es la Hornada ley de CURIE. 
Gráficamente queda indicada en la figura 
M 
m 
Podemos concluir diciendo quo on 
los materiales paranagneticos su 
magnetización os m u y débil, con 
-3-
suseptibilidados del orden do 10 , 
con lo que difiero en monos 
o 
do u n 1% 0 
8 . 1 6 - Diamagnotismo < 1 
E n el paranagnótismo había una nagnotización débil pero posi-
tiva, que indica u n poquoño grado do aliñoamiento de los dipolos con 
el campo exterior. 
E l diamagnetismo representa la situación contraria % existen 
ciertas sustancias on que a l aplicar u n campo exterior el resultado 
neto os u n a magnetización negativa y por tanto u n a susceptibilidad 
magnética negativa, aunque pequeña on n o d u l o . Además esta suscepti-
bilidad os independiente do la temperatura. 
E l fenómeno os mecánico-cuántico poro podemos dar u n a formu-
lación válida mediante consideraciones clasicas. 
la susceptibilidad negativa puedo sor entendida a partir del 
movimiento do los oloctronos en sus órbitas cuando so aplica u n cam-
po exterior. Pensemos en u n electrón quo describo u n a órbita'de ra-
dio r con velocidad angular w . E l nononto magnético asociado con -
o 
este pequeño dipolo magnético será 
^ Pn 
' p = i S = 
w Q 2 -o w Q ^ 2 
2Tl 2 
W 1 
Con lo quo vonos existo un; 
y el a n g u l a r . 
E l nononto angular del electrón 
valdrá 
2 __ 
L = r x m v - m r w„ 
^elación entro su momento magnético 
2n 
_ Supónganos que ara ra aplica;.os u n canpo magnético oxto—• 
rior B que forreo una dirección cualquiera, con L . E l canpo ejerce u n 
nononto sobro ol dipolo do valor 
M = ]>T x 3 
quo según la segunda ley do Newton para rotación debo sor igual a -
la variación dol nononto angular 
y 
di 
II = - — 
dt 
jfa 
= P n x .b 
Esta ecuación os análoga a la del 
movimiento del tronpo. La órbita -
dol electrón no^joornanece estaciona 
ria respecto a B , aunque adnitanos 
quo no vario, su l o m a . Los vectores 
nononto angular y nagnótico sufren 
u n novinionto do precisión denonina 
da precisión do LAEMQR« 
En^ofccto poniendo 1 en -
función do f u , v e n os que al cabo do 
u n instante ctt p_, ha variad O G Í1 
±3. 
d p n podo::: suponer perpendicular a 
y nucho. nonor on nodulo o p., pro-
cosiona así alrededor do B variando 
:1o dirección poro no do nodulo» 
angular de procesión dononlnada velocidad do 
d p n dL 





dt p-, s o n ^ d t L s e n ^ d t 
va,liend; 
dL p.._ _8 so no(dt 
'p n B sen oi e __ 
L L s o n o ( 2n 
E s t a velocidad angular adicional debida a la procesión -
da lugar a u n nononto nagnótico inducido. E n ofocto la variación -
dol plano orbital' puedo equipararse a una determinada espira de 
u n cierto á r e a , A ' , que habría quo determinar. Eso nononto magno- -
tico inducido valdrá para los Z electrones dol átono 
w T 
p = i A ! - e — - - A 1 Z 
ind 2 77 
luego esto nononto nagnótico inducido tiene dirección contraria a -
B . Esto, oposición dol nononto ^nagnótico ñnduoido^ os la constante do 
la susceptibilidad' nog:abiva_ j e 1 _ d i a n a g ^ t i s ñ o T ' ' ~ 
La nagnotización será 
Wj 
M = o —- - A s N Z 
2\ ( 
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Siendo N el minoro do otoños por unidad do v o l u m e n . Lo susceptibi-
lidad será por teato 2 
M Z e N 
n N 4f¡ n 
siendo osta la expresión le LA^GjgYIN para ol dianagnotisno» 
Pensemos en u n m a t e r i a l cuando no actúa ningún campo ex— 
torno. Si los átonos tienen posiciones aleatorias y dado q u e en -
las órbitas h a y electro nos que viajan en sentidos contrarios, los 
efectos magnéticos do estos movimientos orbitales so anulan entre 
s í . Cuando aplicamos u n c a n o externo si la movilidad do los á t o— 
nos no cambia el efecto magnético orbital sigue siendo nulo y solo 
quedan los momentos'magnéticos inducidos que, para cualquier orien-
tación de la órbita, tienen dirección contraria ai campo. 
Los efectos diamagnéticos son independientes de la oriontE 
ción de los átomos, su agitación térmica y por lo tanto de la ton-" 
poratura. Como las s u s c e p t i b i l i d a d e s paranagnéticos decrecen con' 
la temperatura resultará que todos los materiales se vuelven d i a -
magnéticos a u n a temperatura suficiontemento elevada. 
Hemos visto como hasta ahora dado que la susceptibilidad 
puede proceder do una serie de términos independientes, es difícil 
prodecir si u n m e t a l determinado será diamagnético o paramagnético. 
17.- Perromagneiismo<, 
Exporimentalnontc, conocemos que ol comportamiento magné-
tico del h i e r r o , cobalto, niquel y do u n a g r a n variedad de•aleacio 
nos os ú n i c o . La susceptibilidad os positiva y m u y elevada, i n d i— 
cando que existo u n alto grado de alineamiento de los momentos m a g 
néticos atómicos a posar do sus movimientos térmicos. ES m á s , os— 
tos materiales puodon. poseer una magnetización espontánea elevada 
en ausencia do campo magnético aplicado. Como precisaremos p o s t o— 
r i o m e n t o , esta situación indica la existencia de u n a fuerza espe-
cial, m u y intonsa, entro momentos magnéticos adyacentes y de natu-
raleza cuántica. E l punto de Curio I os la temperatura por encima 
C 
de le, cual desaparece esta interacción i nt ora t ómi ca. 
Si on una sustancia paranagnética so introdujese u n a fuer 
za que tienda a alinear los momentos magnéticos atómicos, tendría-
mos u n material f orromagnético. Fue Piorro \7oiss quien primero pos. 
tuló la existencia do osta fuerza on una sustancia f orromagnóti ca. 
Esta fuerza debo superar los efectos desordeno/dores de lo. energía 
térmica. Esta fuerza do Weiss se puede imaginar como equivalente -
a u n campo Eg actuando sobro los nonontos magnéticos individúalos. 
Weiss demostró quo con esto, hipótesis se podían demostrar varias -
propiedades del forronagnotismo a condición do admitir que H fue-
E 
se proporcional a la magnotización 
H = \ M 
_Li 
siondo A u n a constante denominada constante del campo de W E I S S . La 
comprobación experimental do la desaparición dol ali noamio nt o por 





siendo H la intensidad magnética total, campo aplicado H mas cam-
1 
130 weiss H 
E 
M 
H 4- A M T 
M C 0 
H T - 0 .X T - T 
0 
siendo T la temperatura de Curio I = C 
C C 
La expresión ( l l a m a d a ley do Curie-Wolss describo perfectamente 
la ija-fiación do susceptibilidad observada en la región paramagnotiea 
por encima del punto do Curie, 
Para el M o r r o la temperatura do Curio os de 1(H3 f iK. 
E l origen físico dol campo do Weiss se encuentra en la inte-
gral de intercambio do la mecánica cuántica» como demostraron PrarTkeT 
y H e i s o n b e r g . Esta fuerza do intorcambio os una acción entre los spins 
de dos átomos adyacentes. Además esta integral de intercambio puede -
ser positiva o negativa de manera quo los spins se o,lineen o antiali-
noen por f a s o s . E n ol forromagnotisno es positiva y los momentos so 
alinean. 
Si esta fuerza cuántica entre momentos magnéticos existióse -
entro todos los átomos dol m a t e r i a l , la magnetiza,ción del material s£ 
ría siempre máximo,, do saturación, aún on ausencia dol campo magnéti-
co aplicado. Sin embargo no os esta la situación señalada por la oxpo 
r i o n c i a . Weiss explicó esta diferencia suponiendo que las sustancias' 
f orronagnéti cas reales están compuestas do'un ciorto minoro do peque-
ñas regiones, llamadas dominios magnéticos, en cada uno do los cuales 
ol alineamiento os total y"la magnetización os la de saturación. Las 
diroccionos do los dominaos no son no eos ari amonto paralelas y , cono -
indica la figura, en ol interior del m a t e r i a l ol vector magnetización 
cambia do dirección do u n dominio a 
otr o o E l resultado neto global p u e— 
do sor una aaagnotización m u y pequeña 
o b i e n grande on los inanes pormanen 
tos. 
Cuando se aplica u n canpo magnético 
exterior, ol incremento do M quo re-
sulta so dobo a dos procosos indepon 
dientes % per u n aumento dol tamaño -
do los quo tenían orientación con ol 
eaaipo a expensas do los dominios m a l 
orientados y por una rotación de las 
diroccionos do orientación aeoreánclo 
se mas a la dol campo. 
La estructura y tamaño do los dominios magnéticos tiono r e p e r -
cusiones on las propiedades técnicas de los materiales ferronagnéti— 
eos. U n m a t e r i a l puro, nonocristali.no, bonogéneo facilitará el dospiad 
zanionto de los dominios y permitirá obtener permeabilidades elevadas. 
Otra característica de los natorialos forronagnotlcos os la no 
linoalldad entro la magnetización y ol canpo H aplicado. Dado que -
B = H 4- M ) y ffi es m u y grande, la relación u s u a l ontre B - H do u n 
m a t e r i a l ferronagnético puedo reprosuntar también la variación do la 
magnetización con H . La Listárosla aparece c a m a consecuencia do que -
los dominios no regresan a sus posiciones originales cuando ol canpo 
vuelve a su valor primitivo. La remanencia nos Indica la magnetización 
en ausencia do campo exterior cono indica (8,f ). 
( s a i ) 
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o <,18- A n t i f o r r o n a g n o t i s n o y f o r r i n a g n o t i s n o . 
E n las sustancias a n t i f e r r o m a g n o t i c a s la i n t e g r a l cío i n t e r -
cambio os n e g a t i v a , os decir el acoplanionto entre parejas do nonon-
tos os t a l quo se a n t i l i n o a n . H a y u n antiparalolisrio entro n o n o n t o s 
adyacentes,, E n la figura so conparan atibas d i s t r i b u c i o n e s . 
A ,f> A A /f f 
í i 
I l i l i 






a n t i f o r r o n a g n o t i s n o 
E s t o s n a t o r i a l o s e x h i b e n n u y poco n a g n o t i s n o extorno en con-
junto. E l a n t i f e r r o n a g n o t i s n o se reconoce por la existencia de u n m á 
xino b i e n definido on la curva que r e p r e s e n t a la s u s c e p t i b i l i d a d e n " 
f u n c i ó n de la t e m p e r a t u r a . E n la figura so conparan las v a r i a c i o n e s 
con la t e m p e r a t u r a do lo. s u s c e p t i b i l i d a d . 
X A 
0 I 
QP a r a m a g n o t i smo 
C 
T 
l o y do Curie 
f o r r o n a g n c t i s m o 
C 
T-TQ / C 
L o y do Curie-Weiss 




La t e m p e r a t u r a por debajo do la cual so produce el antiparale 
lismo entro los m o m e n t o s so suele denominar temperatura de Noel® E s -
ta t e m p e r a t u r a nos indica p o r tanto la t r a n s i c i ó n h a c i a u n conporta-
n i ont o p a r a m a g n ó ti o o . 
So suelo a d m i t i r que la v a r i a c i ó n do la s u s c e p t i b i l i d a d os do 
la forma 
C 
X = — , siendo valida 
T 4 - © 
por encima do la t e m p e r a t u r a T en que existo ol m á x i m o . 
C 
E n las s u s t a n c i a s ' f o r r i m a g n e t i c a s s ojo» do g r a n i m p o r t a n c i a 
técnica s o n las f o r r i t a s , existe u n a n t i p a r a l o l i s m o entro ios paros 
de m o m e n t o s m a g n é t i c o s poro la c o m p e n s a c i ó n no es t o t a l . 
T i f 
La fórmula química de las forritas os M 0 fe 0 , en dondo M 
' 2 '3 
os u n i o n m e t á l i c o d i v a m e n t e , to.l como e l M n , C o , N i , C u , Zn,'Mg; -
p u o d o n imaginarse cono derivados do la n a n n o t i t a , EoO . Fe 0 , r o o m 
2 3 
plazando los iones ferrosos p o r los iones divalentos m e n c i o n a d o s . 
Las forritas p r e s e n t a n u n g r a n interés práctico a causa de su 
g r a n r e s i s t i v i d a d e l é c t r i c a , s u p e r i o r on 10 veces por lo m o n o s a la 
del h i e r r o . S u desarrollo fue realizado en los l a b o r a t o r i o s P h i l i p s 
y la teoría fuo desarrollada en g r a n parto por N é o l . 
Su comportamiento on altas frecuencias, os m u y i n t e r e s a n t e ya 
quo su p e r m e a b i l i d a d pasa do sor u n escalar a u n tensor de segundo 
orden» 
- 28 -
TABLA LE PROPIEDADES MAGNETICAS DE LA M A T E R I A . 
TIPO 
M A G N I T U D | 




LA T E M P E R A T U R A . 
EJEMPLOS 
DIAMAGNE-
TISMO p e q u e ñ a , negativa | i ndo p e ndi e ,nt o materiales or 
g a n i c o s . 
int o m e d i a , NEGE,ti j 
va 
g r a n d e s negativa ¡ 
v a r i a c i ó n con la 
tempere, tur a cuan 
do T < 2 0 £ E 
existo solo por 
debajo do cierta 
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G R A N D E , positiva | T > T , . X = ~ 
I N T± E 
Derritas 
ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS PE TELECOMUNICACION 
ALMACENAMIENTO DE ENERGIA EN UN CAMPO ELECTROSTATICO 
Curso ls(Acceso) 
8 = 7(bis) o— ALMACENAMIENTO DE/ENERGIA EN UN CAMPO ELECTROSTATICO. 
Energía electrostática.- Una carga finita concentrada en una región -
tan pequeña que pueda ser consid.erad.adetamaño despreciable con respecto a ..as 
otras dimensiones macroscópicas se denominara carga puntual» La fuerza ejorci-
da sobre tal carga q en el campo de una distribución estacionaria de carga es 
q E, de donde el trabajo realizado en ün desplazamiento de q de un punto r=rs 
a otro r=r? es ir2 __ ___ 
ff = q E, di 
ya que el rotacional de E es nulo en todos los puntos de un campo electrostáti. 
co, el verta E es igual al gradiente negativo de un potencial escolar Vr y te-
nemos _ _____ 
E. dl= - V V . dl= - dV 
donde dV es el cambio en el potencial a lo largo de un elemento ds del camino 
de integración. De aquí se deduce claramente que el trabajo realizado en un des. 
plazamiento de q ds r^ a r 2 es independiente del camino elegido/ siendo función 
realmente de los puntos inicial t final, 





V(rx) - V(r2) 
;i 
en particular, el trabajo realizado en un desplazamiento cerrado es nulo. 
Un caso particular del anterior es cuando el trabajo se realiza trasla. 
dando una carga q de un punto r^al infinito» Por ello 
W = q (r) 
Usaremos el término energía de un sistema electrostático para designar 
el trabajo realizado en el sistema para llevar un elemento desde el infinito a 
bis posiciones específicas en el mismo.. Veamos la energía de dos casos particu 
lares y generalicemos al' más amplio. 
Sea el sistema constituido por dos cargas q-^  y q 2 separadas una distan' 
GXct 0 
El potemcial debido a la .<¿arga q^ en el punto donde está situada la q 2 será V ^ 
por lo que según la definición anterior, la energía del sistema será 
1 ¿1 
Ma s igualmente la energía será el producto de la carga q. por el potencial d e M 
do a q, en el punto donde está q^
 9 esto es s V = q^ V ^ 
2 ~ 
50 vé qutí evidentemente son igualas, con solo aplicar el potencial 
creado por una carga puntual, que recordamos era de la forma 
4 T<: é r 
Como son iguales, podemos poner también la energía del sistema co_ 
mo 
U = — ( q Y + q V ) 
2 1 12 2 21 
veremos luego la justificación de este paso. 
51 al sistoma anterior le agregamos una nueva carga q^ el trabajo 
necesario para llevarla desde el a un punto donde ,.-1 potencial ¿s suma de los 
debidos a las dos cargas ya situados en el sistema Y Y , será 
31 32 
W = q ( V + Y ) 
3 v 31 32 
de donde la energia total dol sistema será ahora 
« - o.2 v 2 + t 3 2 ) 
Veamos ahora que nos hubiera resultado si hubiéramos multiplicado ca 
da carga por potencial en el que se encuentra sometida. Sería» 
M = q (V -f Y ) +• q (V 4- V ) + q (f + f ) 
1 12 13 2 21 23 3 31 32 
como so verifica evidentemente que 
q V = q Y 
1 12 2 21 
q Y = q Y 
1 13 3 31 
q V = q V 
2 23 3 32 
-i 
resulta inmediatamente que M = 2 ü ->U = — M 
Esto es generadla fácilmente a un número n de cargas y podemos p¡? 
ner entonces n n n 
Ü = Y " S ^ T Y q = 2 T V q 
i=l j=l ij i i=l i i 
donde V es el potencial en q debido a los n — 1 cargas restantes del siste-
i i 
ma„ . . . 
(¿i) se encuentran situadas en un campo de potencial Vq, aparece un termino que no 
La ecuación anterior es sólo válida si el sistema es completo o ce-
rrado. Si por el coiitrario,, las n cargas-avendrá afectado del factor l/2s qu£ 
dando así s J L 
U = 1/2 z:J V q 4- V q 
i = JL i i i=l o i 
Consideremos ahora una roción V on la quo se haya situado uh material. 
3 
dieléctrico oon una densidad en volumen de carga p . Una carga elemental 
vendrá dada por dq = f) dv. 
La energia del sistema podrá ponerse así como 
U = 1 / C 1/2 j P . V dv 
Jv 
que será la energía de un volumen V de dieléctrico on función de su densidad 
de volumen j9 de carga y de la distribución de potencial dentro del mismo. -
Tratemos de ponerla on función del campo dieléctricoo 
Según el teorema de Gauss se verifica que 




D» dS q = Jj> dv 
sustituyendo arriba queda 
U = 1/2 J (y.D) V dv 
como se tiene que 
V- (ff.v) = v y . E" + L.yV = I). E 
(V= L) V = V„ (D.V) 4- ÍD.E 
de donde , f 
D.E dv U = 1/2 i V. (1 T) dv + 1/2 j 
J * 
jeamos la primera integral. Podemos pasarla a una integral de superficie que-
dando 
J 
( U V ) . 
Si la superficie que rodea al volumen considerado se extiende al i& 
2 2 
finito incrementará con el radio como r (S= 4jlT 31 y V en cambio disminuí^ 
rán como l/r2 y como 1/r respectivamente ( D = l/4jr£ q/i2 § V= 1/4K£ q/i* )« 
Por ello el producto triple que aparece bajo la integral disminuirá como l/r 
cuando v—¡> &=> por lo que la dicha integral se hará coro. Con ello queda 
U = 1/2 J ]J0F dv 
como energia almacenada en el campo electrostático inte i? i o 3? 2/ un ciio1! ectrico 
Si es D = E quedará, finalmente. 
U = 1/2 £ E 2 • dv 
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T E M A IX 
Introducción, a la Mecánica 
Cuántica. 
9.1.- Introducción 
Segdn nuestra teoría clásica un sistema físico puedo ser -
descrito por un conjunto do variables dinámicas tales que cada una 
de ellas posee en cada insta te un valor preciso, exacto. La evolu-
ción del sistema puede ser descrito por las variaciones de estas ~ 
variables dinámicas» 
La mecánica de Newton nos daba los medios para gobernar fo-
sas variables dinámicas mediante unas ecuaciones diferenciales. 
^Con estas hipótesis y esta Mecánica, de Newton, la Física -
progresó rápidamente y sin encontrar contradicciones hasta finales 
dol siglo XIX. Fue entonces, cuando so empozaron a estudiar fenóme 
nos físicos que sucedían en el mundo microscópico, cuando la Físi-
ca Clásica encontró numerosas dificultades''para poder explicar lo 
que los experimentos mostraban. Rápidamente se llegó a la conclu-
sión do que los fenómenos a escala atómica y subatómica no pueden 
sor descritos por la doctrina clásica y que su explicación debe ~ 
hacerse mediante principios enteramente nuevos. Tras sucesivas ton 
tatlvas para formular esta "nueva Física", en 1.925 se fundamentó""' 
la Mecánica Cuántica capaz do dar una teoría ftoherente de los fenó 
menos microscópicos. ' "" 
Vamos a pasar revista a los experimentos principales que — 
señalaban la necesidad do abandonar las ideas clásicas. 
Los primeros experimentos que ponían do manifiesto la es-
tructura intima do la materia fueron los relacionados con las des-
cargas en gases enrarecidos, rayos catódicos, y el descubrimiento 
dol electrón por THOMSON (1897) como responsable do esos rayos catc 
dicos» Con estos experimentos va tomando realidad lo que al prinei" 
pió ora una hipótesis de trabajos la existencia de átomos-, molécu-
las y do sus partículas constituyentes. 
Un nuevo capítulo de la Física so abro en 1.896 con el des 
cubrimiento do la radioactividad» Esta es la primera manifestación 
sobro la existencia del rnícloo en los átomos. Los rayos Qj^  que omi-
ten los cuerpos radiactivos fueron utilizados además para la f :vos 
tigacion de la estructura atomic el • Il^cLS) notables experiencias con 
estos rayos^, RUTHERFORD omite en 1.911 su teoría dol átomos áto-
mo compuesto de un rnícloo central de pequeñas dimensiones -
-13 - -12 
(10 a 10 cm)5 con casi la totalidad do la masa del átomo, ce: una carga positiva Z.. y alrededor del cual giran un cierto número 
e 
Z de electrones. El átomo do Ruthorford semeja un sistema solar en 
miniatura en que las fuerzas gravitatorias serian reemplazadas poi 
las culomblanas. 
Por otra parte la idea ondulatoria de la radiación se va 
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extendiendo con el descubrimiento de los rayos X ( 1.895)» las pri 
moras dificultades surgen al estudiar la interacción entre la ma-
teria y la radiación? la radiación del cuerpo negro. La radiación 
del cuerpo negro depende únicamente de la temperatura de ese caer 
po con exclusión de cualquier otra propiedad. La distribución es-
pectral de esta radiación obtenida por los métodos de la termodiná 
mica clásica está en completo desacuerdo con la experiencia. En -
1.900, PLANCK decide superar la dificultad renunciando a las leyes 
clásicas de interacción entre materia y radiación.. Emite la hipó-
tesis de que los intercambios de energía entre materia y radiación 
no se efectúan de manera continua sino por cantidades discretas e 
indivisibles o cuantos de energía. Demostró además que ese cuantúm 
de energía deb ia^Ueser necesariamente proporcional a la frecuen-
cia tó de la radiación. 
= h (9.1) 
y obtuvo una expresión del espectro de acuerdo con la distribución 
exprerimental asustando convenientemente la constante h de propor-
cionalidad. Esta constante h es desde entonces conocida como la -
constante de Planck y sus dimensiones son energía por tiempo. Su -
valor es ~~~ ' 
-34 
h 63 x 10 J s (9.2) 
Cuando su publicación la hipótesis de PLANCK no fué acep^— 
tada, pero fué confirmada posteriormente por otros experimentos -
que mostraban discontinuidades o cuantificación a escala microscó-
pica donde la teoría clásica previa una continuidad. 
9.2- El efecto fotoeléctrico. 
Se designa con este nombre la emisión de electrones por un 
metal alcalino cuando so ilumina su superficie por una radiación 
ultravioleta. La intensidad de corriente eléctrica producida depen 
de de la intensidad de la radiación recibida por el metal. Por el 
contrario, la velocidad do los electrones emitidos no depende de -
la intensidad do la radiación sino de su frecuencia y cualquiera qr» 
sea la distancia del foco luminoso. Además no se emiten electrones 
para cualquier tipo do luz que ilumine el metal sino g^ c elusivamen-
te para agüellas frecuencias superiores a un cierto valor caracte-
rístico de cada metal, (frecuencia umbral o de corte). 
La explicación de EINSTEIN fue sencilla. Postuló que la ra • 
diación luminosa era, en sí misma, un chorro de partículas, fotoncp 
de energia h ydo velocidad c (velocidad de la luz -^n el vacío -
- 1 0 - 1 
3 x 10 cm . s ). Entonces cualquiera que sea la distancia reco-
rrida por la luz desde su emisión, esta se presenta bajo la forma' 
de corpúsculos de energía h y. Cuando uno de estos fotones encuen— 
un electrón dol metal os enteramente absorbido por éste al que co-
munica su energía h ^ . Para que el electrón puede,abandonar el me 
tal debe vencer el potencial-"que le tiene encerrado", la función 
trabajo W del metal, tal que, si sale del metal, tendrá una encr— 
gía cinética. 
1 2 = 
m v = h i/ - W (9.3) 
2 
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Entonces paro, un me tal dado W es una constante y v depende 
únicamente de la frecuencia de la radiación. Por debajo de un cier 
W ^ ~ 
to valor ( ) de la frecuencia de la radiación no se podrá liberar 
h 
ningún electrón por fotoemisión. 
9.3- El efecto compton.- El efecto Compton es otra confirmación de la 
teoría del foton en detrimento de la teoría ondulatoria. En 1.924 
Compton observó la dispersión do rayos X por electrones libres do 
un bloque de grafito y encontró que la longitud de onda de la ra-
diación dispersada es superior a la incidente. La diferencia £ 
os función del ángulo © entro la dirección de propagación de la — 
radiación incidente y aquella en la cual se observa la dispersión 
según la fórmula» 




Se observa, como & h, es independiente de la longitud de on-
da incidente. 
Se demostró que este fenómeno es producido por la colisión 
elástica entre fotones y electrones del medio irradiado. 
K 
La presencia de una onda, dispersada de longitud de onda -
\ no se puedo entender si los rayos X indidentes se consi 
doran como una onda electromagnética clásica. De acuerdo con esta,"-
idea, la onda incidente de frecuencia ¡J hace que los electrones en 
el bloque dispersador oscilen a esa misma frecuencia. Estos elec— 
tronos oscilantes radian ondas electromagnéticas que a su vez tie-
nen osa, misma frecuencia Entonces, según el modelo ondulato— 
rio clásico la onda, dispersada debería tener la misma frecuencia -
y la misma longitud do onda \ que la onda incidente. 
Compton pudo explicar sus resultados experimentales supo— 
niendo que el haz do rayos J. incidentes no ejlra, una onda sino un 
chorro de fotones de energía h ¡) y que estos fotones experimenta^ 
choques con los electrones libres del bloque dispersador. 
nos "de rechazo" constituirán la radiación dispersada, 
fffroff 




f 'y- o 
r - L- ! ^ - h ¡J 
Un- •f> f ? .t I i/ s 
íp^ i. 3 \ 
fotc 
ó' 
antes del choque después del choque, 
Puesto que el fotón incidente transmite algo de su energía 
al electrón contra el cual choca, el fotón dispersado debo tener 
energía inferior a la incidente y por consiguiente una, frecuencia 
menor. 
9,4— Espectros.— Los cuerpos sólidos y gaseosos emiten radiación al 
ser calentados. La radiación piiede sor estudiada con facilidad me— 
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diante un espoctómetro. En el caso de sólidos incadescentes tales 
espectros son continuos indicadores de la existencia de toda cla-
se de frecuencias en la radiación» Sin embargo, si se trata de un 
gas A, baja presión a travos del cual so produce una descarga olee 
trica aparecen unos, pocos colores en forma de rayos paralelas se-
parados perfectamente.. Cada rayo representa una radiación monocro 
mática que lia sido desviada un cierto ángulo por el prisma a las 
rendijas, ángulo que depende de la frecuencia de la luz. las lon-
gitudes de onda do las rayos son características del elemento que 
emite la luz. Esto os, el hidrógeno da siempre una serie do rayos 
en la misma posición, el sodio otra serio,etc. La estructura do -
rayas del espectro se extiendo también á las regiones infrarroja 
y ultravioleta, aunque naturalmente, su detección en estos requiq 
re el empleo de métodos fotográficos o de otro tipo. 
Podría pensarse que las frecuencias do la luz emitida por 
un olemgnto particular so dispusieran do algún modo regular; por 
eje, como un fundamental y sus armónicos. Tras una larga búsqueda 
el resultado fue negativo. Finalmente en 1.885 BALMER encontró un 
fórmula empírica que daba las frecuencias de un grupo de rayos omi-
tidos por el hidróguono atómico. 
Análogamente so encontraron espectros de Absorción diserte 
tos o a rayos. "** 
Sin embargo, según la teoría clásica, si los electrones -
giran en órbitas alrededor del núcleo y dado que están sometidos 
continuamente a' la aceleración centrípeta, están radiando energía., 
En consecuencia, su energía cinética disminuirá gradualmente sus 
órbitas serían cada vez más pequeñas y llegarían a alcanzar el nú 
¿leo, describiendo una espirarl y quedando en reposo en di. Adema-
do acuerdo con la teoría clásica, la frecuencia de la radiación -
omitida, por el electrón en rotación os igucil a la frecuencia de 
revolución. Como los electrones cambian do órbita emitirían un o^s 
poctro continuo en contradicción con las rayqs espectrales que se 
observan. 
Tenemos así un dilema entro una teoría electromagnética -
que predice un átomo inestable y omitiendo energía radiante de to 
das las frecuencias y la oxperiendia que presenta átomos establos 
que emiten únicamente algunas frecuencias. La conclusión os que -
la teoría electromagnética clásica no se podía aplicar a los efoc_ 
tos microscópicos. 
9.5- El átomo de BOHR. 
Lo. confirmación a las ideas cuánticas do PLANCK la hizo 
cuando explicó algunos de los .aspectos do lo, estructura atómica 
y su espectro. La explicación del átomo por BOHR consisto en una 
combinación do ideas clásicas y cuánticas que pueden parecer com-
pletamente arbitrarias. El siguió suponiendo que los electrones -
se mueven en órbitas alrededor del núcleo como se creía antes. Pe 
ro fósniló tres hipótesis que había que sumar a las teorías anti-"' 
guas: " 
1)«- Los únicos radios orbitales que son posibles son aquo— 
líos para los cuales el momento angular multiplicado por 2 IT sea 
igual a un múltiplo entero de la constante do Planck. 
2)*— Las -órbitas definidas por los radios anteriores son es-
tablos y los electrones en ellos no radian energía. 
3)»- Los olGctron.es radian energía cuando se desplazan de una 
órbita a otra y la energía radiada obedece al postulado de Einstein 
E = h. j) s donde E os la diferencia do energía entre dos órbi-tas y y os la frecuencia do radiación. 
Aunque estos postulados de BOHR sean arbitrarios, podían 
explicar los experimentos realizados y además la teoría posterior 
ha probado su validez. 
Supongamos un átomo do hidrógeno. Será un sistema de 1 pro 
ton y 1 olectron. 
Lo, energía cinética del electrón será 
1 2 
E = m v 
c 2 
y la aceleración contripeta está suministrada por la fuerza de Cou-
lomb 
2 2 
v o 1 
r 2 m 
471 fc r 
Supongamos órbitas circularos, con lo que r es constante, 
La energía cinética queda 
2 
e 
c 8 ii £ r 
v 0 
La energía potencial del electrón será 
2 
U = Y (-o) = - P ' - f -
La energía total del electrón será 
r- 2 k e 
r 
o 
Introduciendo el primor postulado de Bohr 
2 (i mvr = n h 
y utilizando , la energía queda 
4 
m o 





La cantidad R =< — = r — se denomina constante do Rydberg. La 
q £ h3 C 
energía queda 
- R c li 
2 
Para n = 1, la energía es -13?58 o Y. üJsta energía so conoce como 
energía de Rydberg. El radio do esta órbita de energía mínima os 
2 
- o o 
r = = 0.527 A 
u 871 £ 
o 
La diferencia, do energía entro dos órbitas sera 
4 f> = R c h ^ 
2 2 
n" n 
k 1 2 
(9.5 ) 
y la longitud de onda asociada, con la transición de una órbita a 
otra será do acuerdo con el postulado de EINSTEIIT 
A = _á_£L = R ( -12- - - - - - ) I (9.6) 
he n * n 
1 
En la figura so muestra un diagrama de energías y órbitas -
do un átomo do H y también las transiciones más importantes entro -
las diVcrsas órbitas. Esto diagrama explica las series espectrales 
conocidas y el potencial de ionización del hidrógeno. 
En general voiaos quo para que un electrón pase de una órbi-
ta a otra mas exterior hace falta comunicarle una energía, se absor 
be energía y corresponderá a un espectro de absorción. El caso con-
trario ocurre cuando el átomo "cao" a una órbita más iñberiors emi-
te liUA emergía en forma, do radiación. 
Hemos visto como un electrón, su órbita, YeVtía espoéificada 
por un sólo número una vez que conocemos la, expresión (^^i) * El nú 
mero n se denomina ol número euántfcico del olfictrón en el átomo de —-
hidrógeno. En este caso tan simplificado do un sólo electrón basta 
un sólo número cuántico para, designar la órbita. 
La expresión analítica do las serios espectros ess 
1 T 1 ' • R ( ) n = 2 , 3j.....s ori e de Lyman 
\ 2 2 




/ X * 
^yw-P- ^ ^i-travi olota) 
•^"•M/j^ \ \ \ ;:•• i 1 . t , -r. -i .{ -¡¡y í isojriq do Balaer \ f— 'g-J.. ! i M P i i i a- I ñ—r—; ,
\ \ \ \ i / 
\ '^'soí*io/ao Paschon 
\ \ Xinfra.ro jo) 
' - • n--lj • " 
i 1 1 • ' 
— = R ( ) n = 3, 4? 5.... serie Balmer 
K 2 2 n 
1 1 1 ' • 
= R ( —-—) n = 4? 5, i.»., serio do Paschen 
2 2 
3 n 
1 1 1 ' ' 
— = R ( ) n = 5? 6, 7. = .. soiro do Brackett 
X 4 n 
9.6- Mecánico, ondulatoria.- Los postulados de Bohr crearon un mod» ' 
atómico que permitió" explicar los espectros observados dol átomo 
de hidrógeno y do algunos otros elementos, pero para los átomos 
con gran número do electrones en sus órbitas y para las molécu-
las la teoría no os tan satisfactoria» Además, parecía, no exis-
tir una buena, justificación para la hipótesis de que solo son p/ 
soblos aquellas órbita.s'en las cuales ol momento angular os iguv 
a un múltiplo de h/2 fj , excepto que dicha hipótesis conduce a 
un resultando correcto. El avance sucesivo, en cuanto a la estruc-
tura dol átomo, re realizó diez años después por la sugerencia 
Be Broglio de que así como la luz parece tenor una dobb naturale-
za, comportándose en unos aspectos como ondas y on otros como — 
corpúsculos, podría suceder lo mismo con la mateira. Esto os, 
los electrones y los protones que hasta ortoncos se habian imag;;' 
nado como puramente corpusculares podían comportarse, on cierta 
circunstancias, como ondas. El rápido desarrollo de esta'idea,, • 
llevado a cabo por Heisemberg, Shrodingor y muchos otros, condu-
jo a la llamada mecánica ondulatoria o mecánica cuántica,, que h... 
dado a la teoría atómica, unos cimientos que consideramos sélidc 
Dada la amplitud y complejidad del tema sólo podemos s; 
ñalar las principales ideas, y describir o„lgunos do los experi-
mentos que prueban la. naturaleza, ondulatoria de las particular-: 
matcria„les y demuestran cómo los postulado^ do Bohr que habían • 
sido introducidos de una, manera arbitraria, aparecen de un modo 
natural en el problema de la estructura atómica. 
; C )U ~ 
El -hecho esencial ele la nueva mecánica ondulatoria os, como 
hemos dicho, que las partículas materiales están dotadas taabión do y 
propiedades ondulatorias. Cabe, pues, considerar al electrón como una 
especio de onda, mas o menos diseminad'"* en el espacio f y no lozali-
zado simplemente en un punto. Se ha abandonado la idea de que los -
electrones del átono so mueven en órbitas do Bohr determinadas, talos 
•como las de la figura de las serios espectrales. en lugar de ello, -
la nueva teoría afirma simplemente que hay ciertas regiones en las -
cuales existo mayor o menor probabilidad de que se encuentre un olee; 
trón. lo, nueva teoría asigna estados de energía discretos a un^átomo, 
como indirectamente hacia Bohr al cuantificar las órbitas del átomo 
de hidrógeno. En el átono do hidrógeno son las mismas que da la too-
ría de Bohr, pero en átomos mas complicados a las cuáles no ora apli 
cable dicha teoría, la mecánico, ondulatoria está en excelente acuer-
do con la observación. 
9„7- El principio de correspondencia,»- En gen oral la forma en que una 
teoría física deja de ser aplicable a un problema í'O produce de una 
manera continua, dando resultados quo coacuerdan, cada vez monos y -
menos con la experiencia. Debe existir una relación entre físico. -
cuántica y la física clásica y dobemos encontrar las condiciones en 
que esta última teoría so revela como un caso particular de la prime 
ra. Así si pensamos en el átomo do hidrógeno y pensamos en la órbita ' 
para n = 1 su estudio debe ser totalmente ouántico, poro si'damos al 
número cuántico un valor de 10000 el radio quo sale es de 5?3 nn. E_s 
te "átomo" es tan grande que sospechamos que su comportamiento sea -
descrito casi exactamente por la física cuántica. El hecho de que la 
física cuántica se reduce a la física clásica paraHmneros cuánticos 
grandes se llama principio de correspondencia. Este principio se 
atribuye a Bohr. 
» 
9*8- La dualidad onda-oorpús julo <, - La hisfct&ija de la óptica moderna es 
en gran medida la historia"de la lucha entre dos teoríasj la teoría 
corpuscular y la teoría ondulatoria de la luz. La teoria corpuscular 
que representa a la luz como un chorro do partículas (corpúsculos) -
os normalmente atribuida a Newton, Casi'al mismo tiempo en quo Newton 
formulaba la teoría corpuscular (1.672), HÜTGENS (1.678) formulaba -
le, teoría ondulatoria do la luz. Según Huygens, la luz consiste en -
oscilaciones longitudinales do una "sustancia etérea" que soporta las 
vibraciones con una determinada velocidad de propagación finita. Se-
gún estas ideas se lograron explicaciones convincentes de los fonóne 
nos de reflexión y refracción. La teoría ondulatoria recibió poste-
riores desarrollos por YOUNG, ffialus and Erosnol con estudios de i n -
terferencias y polarización y llegó a su plenitud con la teoría elo£ 
trorngnética de la luz de MAXWELL (1865) quo fué admitida universal-
mente tras los experimentos de HERTZ en 1.888. Debido a estos éxitos 
de la teoría ondulatoria, hacia principios dol siglo XX la teoría -
corpuscular de la luz estaba prácticamente abandonada. 
Pero mas tarde, en este mismo siglo, las hipótesis de Planck 
sobro la cuantificación de la radiación, ol efecto fotoeléctrico y — 
su explicación por Einstein* el efecto Compton hicieron admitir un -
comportamiento corpuscular de la luz. 
Así, el resumen do lo, situación sobro las propiedades de la 
luz era el reconocimiento de quo la luz poseo propiedades ondulato—-
rias y corpusculares. En ciertos fenómenos las propiedades corpuscu-
lares predominan y en otros las ondulatorias. 
Uno de los significados do la expresión onda-corpásculo es 
la existencia de una relación directo, ontre las características ondú 
l$torias y corpusculares. Así según Planck la energía del fotón es 
h*| y su cantidad de movimiento según Einstoin os hi)/c. De donde la 
longitud do onda do la luz será; 




En 1,924- ol físico francos Louis cío BROGLIE hizo los siguien 
-bes razonamientos s a) la naturaleza os sorprendentemente simétrica^ 
b) nuestro universo obsevablo está conpuosto do luz y materia'; c) 
teniendo en cuanta la dualidad onda-corpúsculo do lo, luz, quizá tam-
bién la materia do esa dua3¿^d. Es decir, extendió lo, dualidad 
onda corpúsculo a los electrones*y^noléculao asociando con el movi-
miento de cada partícula una cierta onda que caracterizase sus pro-
piedades ondulatorias. 
De Broglie supuso que la longitud do onda do las ondas de -
la mateira dobería estar dada por la misma relación aplicable a la 
luz 
k = --- (9.8) 
P 
y. esta fórmula so conoce como la relación do De Broglie¿ 
A partir de esta tooria de De Broglie , ELSASSER ( 1.925) 
d&dujo que cuando los electrones pasan a través do un cristal debe 
rían, al igual que los rayos X, prosentoJf fenómenos de interferen-
cia y difracción. Así expresando la'energía cinética de los mismos 




su cantidad do movimiento es 
p = m v = 2 m e Y 
y utilizando la relación de do Broglie 
k 
De esta expresión so deduce quo un electrón do unaoBtiergía 
150 e Y vieno caracterizado per una longitud do onda de a A. Conse-
cuentemente, estos electrones deberían exhibir propiedades simila—-
res a las do ondas luminosos do longitud de onda X = 1 & . Esta idea 
fué ensayada por Davisson y Germer quienes detectaron la difracción 
de los electrones, argumento convincente para creer que los electro 
nos tienen propiodados do ondas en ciertas condiciones. 
Lo, difracción do los electrones es similar a la difracción 
de los rayos X, Cuando un haz de rayos X pasa por Lina lámina do -
cualquier sustancia, podemos observar en una pantalla situada en ol 
camino de los rayos dispersados un diagrama particular debido a la 
interferencia do los rayos difractados. 
Podemos añadir que en 1.925 Goudsmit y Uhlonbcck denostra— 
ron quo el electrón (lobería tener además de una carga eléctrica, un 
momento angular intrínseco y un noncTa^F^mgnóticoJ~Se"quiso "explicar 
esta propiedad por una rotación alrededor 'do su eje, pero no se pu-
do. Por esto intento es por lo quo so conoce al momento angular in-
trínseco del olcctrón como spin. So demostró posteriormente quo ol 
spin es una propiedad en extremo importante del electrón, que juego, 
un papel fundamental en la explicación de propiedades químicas y fí 
sica de la materia. • 
Las pruebas de la existencia de ondas asociadas a la mate— 
ria son co.ncluye.ntos, poro también lo son lae do su comportamiento 
(Y en voltios) (9.9) 
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corpuscula.ro Se trata de corpúsculos, de materia, no de ondas. Pero 
debemos aceptar la dualidad de su comportamiento, unas veces como -
partícula y otras como onda. No es quo las' partículas se conviertan 
en ondas, sino que las leyes del movimiento en el micro munco son -
de un caracter como ondulatorio. 
na ecuación de ondas de Sehrodinger. 
Anteriormente, liemos comprobado que la difracción de los ele_c 
trones se debe a los fenómenos de interferencia entre las ciertas — 
funciones de onda .^asociadas a los mismos. Esta función onda asocia 
da se designa por ¡ t) y su significado físico es que la canti-
dad para un punto es una medida/ de la probabilidad de que'la par 
tícuia esté cerca de ose punto. Así, si tenemos p,n volumen dV, la -
probabilidad de que la partícula esté en él es~T~. dY. Como vemos -
se trata de una relación estadística entre onda5 y partícula. Se nos 
dice en donde es probable que la partícula esté; no nos dice donde 
está. 
Al igual que en óptica, donde la intensidad es proporcional 
al cuadrado de la amplitud y donde la onda, se estudia sobre la base 
de las ecuaciones de Maxwell, es necesario en mecánica cuántica en-, 
contrar la ecuación quo gobierne y no la densidad de probabilidad. 
Esta ecuación debe ser lineal ya que dos ondas que so interfieren, 
dan una onda resultante y para obtener interferencias, hay que sumar 
distintas ondas. Los sumandos y la onda resultante deben satisfacer 
a la misma ecuación. 
Es decir debemos'tenor una ecuación para la función de onda 
de la partículaT?X" ( 7 z, 




3 * 2 8 T* m 
ñT~!l'T = 0 (9* 10) 
on donde U es la energía potencial de la partícula. Si suponemos un 
potencial quo no varía con ol tiempo y un estado estacionario en la 
variación con ol tiempo de la forma 2H iO* f g , la ecuación anterior 
puede simplificarse y quedar únicamente para la variación con el es-
pacio 
2 
A T + 
ri m (£ - U ) f = O (9.11) 
n 
en donde seguimos conservando el nombre '"f para, la variación espacial 
y es la energía total de la partícula. 
En general, la función es una función compleja» 
Veremos como la. cuantificaeión aparece de una manera análo-
ga a como aparecían cuantificadas las frecuencias de vibración de una 
cuerda fija por sus extremos,, Las condiciones de contorno do nuestro 
problema impondrán lo. cuantif i caci ón. 
rf Existe una condición, llamada condición de normalización, -
paro. \ dado su significado de amplitud do probabilidad. En efecto,. -
, ^  2 
si¡ ' i ¡ eg? la densidad de probabilidad j nuestra partícula ¿abemos 
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que debo estar contenida en un cierto volumen, este 




Jy ! T í 
dY = 1 ( 9 = 1 2 ) 
que es ia condición do normalización do la función de onda. 
pío 
tí 
Consideremos un problema unidimensional 
de aplicación de la ecuación do Schrodinger„ 
LCU 
0 x 
la obligada a moverse en un intervalo de longitud a 
a. Podemos imaginar esta situación pensando que 
tos x = 0 
sencillo como ojom 
Supongamos una par 




u y x = a existen unas pa-
redes absolutamente impenetrables 
que reflejan la partícula» Este tipo 
do ligadura puede representarse me 
diante la curva de potencial de la 
figura. U = oo para x C O y x-^a? 
LT = O para O <. x a„ Este el "lla-
mado po2o infinito de potencial» 
Para salir fuera del pozo x a? la partícula tendría que realizar 
un trabai o infinitamente grande. En 
toncos la "probabilidad do que la — 
partícula este en x = O o x = a os 
nula5 luego 
T (O = T ( a ) - O (9,13) 
Como la energía potencial en osto ejemplo es independien-
te del tiempo podemos escribir la ecuación de Schrodinger para va—-
riación temporal en el caso P-nidimensional y U = O, quedando 
2 ^ 2 




Introduciendo la notación 




la ecuación de ondas queda 
2 
d ryf 2 
k 
dx 
cuya solución es 
''T = 0 son kx 4- C eos toe (9=15) 
1 2 
Pero de (9.13) T" (0) = 0. luego el término coseno no puede existir 
C = 0 . Queda unicomiente 
2 ij = C1 sen kx (9. 16) 
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y con la segunda condición de contorno 
(a) = C son k a = O 
¡cuación quo tiene infinitas soluciones, tal quo 
k a = (n 4- 1 ) f§ (9.17) 
donde 0^. n oo 
Henos descartado ol valor n = -1, porque para 6ls¡ os nula e.n todos 
los puntos, os una solución trivial. Sustituyendo*los valores do k en 




(n 1) (9.18) 
8 m a 
Cono vemos las condiciones do contornc son tan importantes 
como la misma ecuación do ondas. Las condiciones do contorno no son 
satisfechas por todos los valores do la energía sino por unos valo-
res que forman una serio discreta. Estos valores se llaman los auto 
valores o valores propios do la onorgía en un sistema mecánico cuán 
tico,. Las funcionas do onda corrospondioritos a" "los7"'auto-valores "do la 
energía son las aubefándonos o funciones propias. El conjunto do -
valores propios do la onorgia forma ol espectro do energía. 
Queda por último calcular la constante C, para determinar la 
función do onda completamente. 
De la condición do normalización tenemos i 
,-a a 
2 





1 -eos 2 K x 2 a 
2 1 2 
luego: 
! 2 
c- = ¡¡ — 
1 if n. 
(9.19) 
O t l 
/h r 
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Henos visto, cono lo hicimos en el átono de hidrógeno se-
gún Bohr, cono basta'un sólo minero natural n para definir un es-
tado de la partícula, caracterizado por una, Tunción do onda y un 
valor do la energía. Aquí n os el minero cuántico que determina 
el comportamiento dinámico de la partícula. Si pensásemos en un — 
problema tridinonsiona,! os fácil intuir cono harían falta tres mí 
moros naturales n , n , n para definir , más otro minoro que -
1 2 3 
nos infernase acerca del spin. En resumen, podemos llegar a con— 
prender la necesidad do cuatr o mine ros cuqnt icos para describir -
el comportamiento dinámico do una partícula. Por último, hemos con 
probado en un caso sencillo la cuantificación de los valores do 
la oncrgáa que una partícula puedo tomar. En cuanto que una partí 
cula no sea libre, su espectro do energía os discreto. 
9 50- El principio do incertidumbro. 
El principio de incertidumbro fue publicado por Hoisenberi 
en 1.927. Esto principio establece que es imposible especificar, 
con precisión y simultáneamente, los valores do ciertos paros de 
variables que describen el comportamiento de los sistemas físicos. 
Paros de variables sujetos a esta restricción son la posición y la 
cantidad de noviniente, la posición angular y el momento angular, 
la energía y el tiempo. El principio indica que el producto de -
las incortidunbros en el conocimiento•que podemos tenor do osos -
paros do variables debo ser, al monos, tan grande como h/lln « Ana 
líticamente, el principio do incertidumbro so convierto on "" 
(9.20) 
& x ¿Sv¿>/> h/2Tl 
¿\ © A L ^  h/2 Ti 
^ £ z\ t >/ h/2 n 
Así, la posición do una partícula no puede ospedificarse con pro-
cisión sin perdida do exactitud en el conocimiento do la cantidad 
do movimiento do la partícula. Tambión, que no podemos medir con 
exactitud la energía do un sistema físico sin tonor un margen do 
tiempo suficientemente grande para realizar la medida. 
Dada la pequenez do la constante do Plauck, esto principa 
de incertidumbro os importante sólo para partículas y dimensiones 
atómicas. 
En efecto, dado el sentido probabilístico que nuestra me-
cánica cuántica, nos presenta, cabe preguntarse por el significado 
de la trayectoria do un electrón, por ejemplo. Así en cámaras do. 
niebla do Wilson, tubos do rayos catódicos, etc., nosotros precal 
culamos las trayectorias do los electrones según las leyes do la" 
mecánico, clásica. Adonás tenemos "la confirmación experimental" -
do que un electrón deja una pista cuando se mueve en el interior 
do una cámara de niebla. 
En mecánica clasica' sabemos quo el conocimiento de la po-
sición y de la cantidad do movimiento permite determinar el compej 
tamionto dinámico'do una partícula» Sus valores piiden "conocerse"" 
con exactitud en cada instante. Sin embargo en Mecánica Cuántica 
aparece una. limitación al conocimiento simultáneo de ambas varia-
bles, Limitación intrínseca con la naturaleza ondulatoria del no-
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virolento do la partícula y no con dofi.a,ioíicias on los métodos o ing 
t runo nt o s do no di da• 
Esto principio do incortiduribro nos aloja otra voz do -
nuestra intuición clásica, sobre la posibilidad de la detorninación 
exacta do magnitudes dinámicas. Las' coordenadas y lo.-cantidad do -
movimiento do un electrón no pueden, simultáneamente, tener valo— 
res exactos porque el tipo do movimiento es ondulatorio. Ningún -
progreso técnico podrá permitir'lo, medida de una trayectoria mejor 
quo lo que indica (9«20) ya que, estrictamente hablando, la trayec 
torio, no existe. No so tro,ta do un limito on la medido, de" estas -
magnitudes sino do un limito en su propio significado para un esta 
El término incortiduribro indico, ol hocho do que no esta-
mos ante uno. cuestión do errores accidentales on los aparatos de -
medida o imperfecciones do los mismos, sino ante una situación en' 
quo cantidad de movimiento y coordenadas do una partícula no -oxis— 
ton realmente en ol nisno estado. 
9.11 - Principio de exclusión do Pauli. 
En (9*9) dijimos que ol estado do una partícula viene des-
crito por cuatro mineros cuánticos, os decir por la función de on-
da asociada mas el spin. Pensamos en un átomo con varios electrones 
Cada electrón deberá sor caracterizado por cuatro números cuánti-
cos. El principio do exclusión do Pauli sostiene que, on un siste-
mo:, multielectrónico, dos electrones no pueden tener el mismo con-
junto de números cuánticos. Es;-decir que a una función de onda que 
incluya el spin le correspondo un electrón biunívocanento* 
Podemos "comprender" esto principio pensando que cuatro -
números cuánticos definen un "sitio" para un electrón. El principio 
do exlusión evito, que puede haber mas de un electrón en cada "si-
tio". 
Esto principio fue sostenido por Pauli en 1.925 como una — 
rogla empírica pero se encontró mas tarde que e.P£iuna "consecuencia 
de la forma matemática de la ecuación do Schr'ódinger. 
9.12- Números cuánticos y la to.bla periódica. 
La resolución de la ecuación de Schrbdingor nos dice cua-
les son lo,s energías permitidas para el sistemo, do electrones de 
un átono. Anteriormente dijimos que la función de onda^f describía, 
el estado do una partícula y como venía caracterizado por unos nú 
moros enteros quo llamábanos números cuánticos. El; problema de -
los electrones en un átono requiero el Taco do cuati o números cuán 
ticos para cada estados 
1«- El primer número cuántico, n , puedo tonar valores natu-
rales 1, 2, 3,...,n. Esto número fija la energía del electrón y -
especifica, ol comportamiento químico. 
2.- El segundo número cuántico, 1, puede tomar todos los va-
loros (n - 1). Tiene poca influencia sobre la energía del 
electrón, tie.no relación con el momento angular orbital del misne 
y describo la. penúltima o capa electrónica del'átomo. Esto número 
so suele especificar con las letras S, P, D, E, etc. tomadas de -
la espectrografía. 
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3.- El torcer minoro cuántico, n, está relacionaco clon el rio— 
nonto magnético clol electrón y puede tonar los valores <- 1-a n ¿i 1 
4.- El cuarto minero cuántico, s, describo el noviniento de -
spin del electrón y sólo puede tonar los valores ¿ 1/2. 
Poderíos describir la estructura de los clonontos do la ta-
bla periódica por nodio de las reglas anteriores. En la figura Sg 
ve un diagrana de niveles de energía. Para n = 1 tenernos el nivel 
mas bajo y los electrones en esos estados ostan ñas ligados al áto 
no o Cuando n aumenta, los estados están ñas agrupados y con mayo-» 
ros energías. Cono nencionanos antes las propiedades quiñicas do -
los átonos quedan determinados por ol minoro do electrones extorio 
res o de valencia. Las capas exteriores ..quedan determinadas por ol 
.minoro do estados que' corresponde a cada valor de n. Así para n =1 
hay dos estados y es la capa k 'de 'Qu'ínZ'ca^ n^ '=' 2,' iiay 8 electrones 
y os la capa L. La capa M tiene 18 electrones y correspondo a n = 3» 
Los electrones tenderían a ocupar los estados energéticos- n: 
bajos y los niveles irian llenando ordeno, daño nt e. En ol-hidrógei® 
no un electrón en su estado ñas bajo, ostaria dado por n =1,- 1 = üf n ^ 0' s = 1/2. El helio tendría dos electrones (1, 0 , 0 2) y 
( 1 , 0 , 0 , —1/2). A veces se utiliza uno, notación simplificada para 
describir las capas electrónicas dando los dos primores.números -
cuánticos y ol número de electrones. Asi para, el H (1S) , para ol 
- 2 ' - 2 1 -
H (1S) , el Li (1S) (2S) , etc. 
o 
Disposiciones relativas de los niveles do energía 
o — : 




= / 2P 
l 2S 
1S 
Hún oros cuánticos y estad os posibles. 
Húnoros cuánticos [ Hombre del Niínoro de 
n 1 n S 
nivel estados 
1 0 0 + 1/2 1S 2 
2 0 0 4. 1/2 2S 2 
2 1 -1 X 1/2 
0 X 1/2 2P "6 
4-1 X 1/2 
3 0 0 JL 1/2 3S 2 
3 1 -1 X 1/2 
0 4- 1/2 3P 6 
-1 X 1/2 






































- 2 2 1 
1S) (2S) (2P) 
- 2 2 2 
1S) (2S) (2P) 
- 2 2 3 
1S) (2S) (2P) 
- 2 2 4 
1S) (2S) (2P) 
- 2 2 5 
1S) (2S) (2P) 
2 2 6 
1S) (2S) (2P) 
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TEMA X. Semiconductoras* Estado cristalino. Efecto H0.3.1, 
•.. "i.,- Introducción»— Propiedades semiconductoras se han encontrado en 
cierros 'líquidos y compuestos, orgánicos. Las características do se_ 
miconduccion no son una característica exclusiva do los cristales""" 
y, reciprocamente, muchos sino la nayoria de las formas cristali-
nas no son semiconductores. Ho obstante, todos los semiconductores 
cuyas propiedades electrónicas están relativamente bien comprendi-
das son cristalinas y usualmento presentes en cristales simples re 
lativaxionto grandes. Por esta razón estudiaremos solo el caso de -
los cristales y aunque este punto de vista puede parecer arbitra— 
rio es muy práctico desde un punto do vista do simplicidad. 
Nuestra introducción del estado cristalino so limiterá s_o 
lo a lagáiocionos para la disensión de los semiconductores. 
Las características esenciales del estado cristalino son 
la regularidad en la disposición do los átomos, la pérdida del con 
cepto molécula y SÍE sustitución por la célula unitaria-. ""* 
')2.- La geometría interna de los cristales¿- En la formación de los -
sólidos los átomos forman una configuración con la mínima energía 
posible. Si los átomos en cierta parte han encontrado unas posicio 
nos gue parecen los de minina energía, parece lógico pensar qué -
los átomos en lotro lugar tiendan a tomar la misma disposición. Por 
estas razones tenemos una distribución periódica de átomos en un — 
material sólido. 
En otras palabras, la situación en un cristal os la si— -
guientei Si nos fijamos en un átomo en particular, los que lo ro— 
deán forman una cierta configuración y si miramos a otro átomo do 
la misma clase en otro lugar lejano del cristal, encontraremos que. 
la distribución circundante Os la misma. Y así encontraremos una -
periodicidad, una y otra voz, en las tros dimensiones. 
Hay dos tipos principales de fuerzas que intervienen en -
la formación de los sólidos® Uno es la atracción electroestática -
y el otro es de naturaleza mecánico-cuántica,. Como henos visto9 la energía que un electrón puede tener en un átomo está claramente de 
finida y también los están las leyes que le gobiernan» La misma sT 
tuación se dá para moléculas y sólidos. ~~ 
Los cristales están formados por átomos dispuestos do una 
manera regular y bien definida que es la red cristalina. 
Recordemos que los enlaces entre átonos pueden ser de ti-
po iónico, coválente o metálico. Bajo el punto de vista tecnológi-
co hay 'tros elementos interesantes que fornan cristales covalentcs. 
Son el carbono, el silicio y el gomanio. 
En ol estudio de los cristales hay tres términos muy in-— 
portantes quo son: 
1) La célula unidad, que es la porción más pequeña de lo 
red' "cristalina con la cual se puede desarrollar el cris 
tal por traslaciones simples sogán tros ejes adecuados"" 
(ejes cristralográficos) 
2) Los ojos cristalográficos, quo .san las direcciones defi 
ni das por las aris tas de" la célula unidad . Desplazando*"" 
según ellos la célula: elemental so puede generar todo 
el cristal. 
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3) Las dimensiones ele la celdilla unidad o especianiento de 
la red, que son las longitudes do las aristas de la cel-
dilla unidad. Si la deldilla os cúbica, cono nomalnonto 
ocurro, el espacianiento de la red tanbién 30 llana cons 
te do la red. 
En el.estudio do los soniconductores chisten algunos tipos de ostruc 
turas cristalinas que son interesantes» ""* 
Cúbica sinple Esta vez contiene átonos on los vértices de 
un cubo» La mayoría ae los conpuestos con osta estructura tienen en-
lace iónico. Cono ejemplo está ol cloruro do cosio.. La celdilla uni-
dad os uno do estos cubos y su densidad do átonos por celdilla uni— 
dad es 1. 
Cúbica con átonos en los 
centros de las c a r a s L a red -
consta do cubos con 'átonos en -
cada uno do los vértices y en 
cada uno de los centros de las 
seis caras. Muchos cristales -
ionicos tienen esta estructura. 
La estructura del cloruro sodico 
so puede considerar fornada por 
dos estructuras do este tipo -' 
que se han entrelazado y tienen, 
en cada red iones do un solo ti 
po- Algunos nótalos tanbión tic 
non osta estructura. 
La célula unidad en es-
ta estructura no os evidente y 
os el paralelepípedo indicado -
con brazos anchos en la figura. 
Cúbica con átono on ol centro del cubo.- Es sinplonente un 
conjunto' do cubos' simples con un átono' adicional on su centro .Algu-
nos nótales tienen osta estructura, poro no se conoce ningún semi-
conductor importante con ella.. 
Totraedica dol diamante,- Bajo ol punto de vista de la ingp 
nieria do' semiconductores os la más importantepues el G- y el Si""" 
6 átomos en los contros de 
la poseen. Cono indica la figura la estructura que crea mediante cu 
bos que tienen 8 átonos en sus vértices, 
sus caras y 4 átonos interiores. 
Cada átono interior dista d/4 de 
las caras del cubo y forma con -
los cuatro que Xe rodean un te— 
traedro regular» Cada átono do -
los vértices del cubo está conpar 
tido por ocho cubos y los dol . 
centro de las caras lo están por 
dos, con lo cual cada cubo con— 
tiene en notos 
8 
1 ___ x 
8 
6 x 4- 4 = 8 átonos 
2 
Entonces si d es la arista del -
cubo la densidad atónica del -
cristal es 8/d^» 
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-8 22 3 
Para ol Si d = 5,43 . 10 en, ,, la densidad os 4,96 .10 aton/en 
- -8 22 3 
» » Ge d = 5,66 . 10 en. ,, " " 11 4,44 .10 aton/on 
La distancia entre dos átonos -vecinos en esta estructura aeráí 
fíí-J-™— 
x / d 2 d 2 d 2 K , . 
\J 4 4 4 
y - , ^  - ___ f >. y 
1^ *3 i ' >i/tl C j 3 l f \i = a\/—7- =
 d J 5 '-v^r -16 4 ' )m yk£í 
• ct), „ . ^ (gj- - - & 
la célula unitaria para esta estructura del diamante es la nisna 
quo para la estructura anterior. 
Así cada'átono ostá enlazado con sus cuatro vecinos por -
enlace covalente, compartiendo con ellos los ocho electrones. Noto 
nos que las aristas do la célula unidad no puedan paralelas a los"*" 
enlaces entre átonos. La definición do la colula unitaria es do -
naturaleza geométrica más bien que función do la disposición de -
los enlaces. Seguidamente vemos las posiciones do los átomos en — 
una malla de diamante proyectado sobro una cara del cubo\ las -
fracciones denotan la altura por encima do la base formando como 
unidad la arista del cubo. 
Por último digamos quo el enlace metálico resulta de com-
partir gran número de electrones entre todos los átomos. La sitúa 
ción quedará reflejada en preguntas posteriores. El enlace resLil-
ta porque la energía total os menor cuando ol cristal ostá forma-
do que cuando lo s átomos ostán separados. Los electrones en un - _ 
cristal metálico pueden moverse tan libremente de un átomo a otro 7 
que s o n solo las paredes del sólido los que tienden a contenerlos. 
Por esta razón, so habla a veces de la existencia de un gas elec-
trónico en el interior do los métalos. La tendencia a formar sóli 
dos con enlace metálico os mayor para los elementos do valencia 
baja y do aquí quo la parto izquierda de lo. tabla periódica tien-
da a contener a los mótales. 
3- Indoces de Millor. 
La posición y orientación de un plano cristalino so deter-
mina mediante las coordenadas do tres átomos de este plano no si-
tuados en la misma recta,, si estos átomos porteñoncen cada uno a 
un ojo cristalográfico, el plano puede especificarse por las posi-
ciones do los átomos'a lo largo do los ojos en función de las coíg; 
tantes do la red. Si, por ejemplo,'los átomos-quo determinan el 
plano posoen las coordenadas (4, 0, 0) | (0, 1, 0) ; (0, 0, 2) re 
lativas a vectores axiales del mismo origen, el plano puede desig 
narse por los tros números 4, 1, 2. 
Resulto., mas útil especificar la orientación de un plano 
mediante los índicos de Miller obtenidos del modo siguiente: 
a ) Se determinan las intersecciones sobro los tros ejes bási 
eos de la red. en función de las constantes de lo, red» 
2) Se toman los valores recíprocos do estos números y se re-
ducen a los tres enteros mas pequeños proporcionales a estos in— 
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versos. El resultado so indica dentro do un paréntesiss (h k 1). 
Así, en el plano cuyas coordenadas son 4, 1? 2, los rocí-
1 ' 1 , procos son — , 1, y los índices do Millor (1 4 2). Si la in-
4 a ' 
torsección se realiza en el infinito (plano paralelo a uno de los -
ejes) el índico correspondiente es coro. En la figura so nuestran -
los índices de Miller do algunos planos importantes en un cristal -
cúbico. , 
planos paralelos. Si un plano corta a un ojo en la parte negativa -
respecto al origen, ol índice correspondiente es negativo y so indi-
ca no di ante un signo nonos situado súbre el índice (h t 2.} . Las'cá 
ras_de un cristal cúbico son (1 0 0), (0 1 0), (0 0 1), (i ú 0) , -
(0 1 0) y (0 0 ™ ) . 
las posiciones do los puntos en una nalla so definen por sus 
coordenadas en ol sistema de referencia fornado por los ojos, a, b 
y c de la red. Cada una do estas coordenados se expresa por una -
fracción de la longitud del ojo a, b ó c y ol origen en uno de los 
nudos do "la nalla.-"Así, las coordenadas dol punto central do una na 
lia-son 1/2' 1/2 1/2 y las do los centros de las caras 1/2 1/2 0~f 
0 1/2 1/2, 1/2 0 1/2. 
Una dirección dotominada en un cristal so defino por la s£ 
rio do los tres enteros ñas pequeños proporcionales a los conponon-
tos de un vector on la dirección deseada referida a los voctojos a— 
xialos. Estos núneros so escriben entro paréntesis cuadrados [n v wT) 
El^ojp x poseo así la dirección 1 0 0 y el eje - y la dirección 
io 1 oTj " 
10.4- Bandas de energía on un sólido. 
Henos visto anteriórnente cono los estados energéticos do los 
electrones en un átono fornan un espectro discreto. Cuando ios áto-
nos so reúnen para'fornar un sólido, por cumplirse ol principio do 
exclusión de Pauli, tendremos una multitud do estados dado el gran 
número de átonos on un sólido. Estos estados fornan bandas "casi -
continuas" do energía que los electrones pueden ocupar. Cono ol no-
vinionto do los electrones en el'sólido os controlado por los esta-
dos do energía que pueden ocupar, la naturaleza exacta de estas ban 
das do energía es do importancia vital para la determinación do las 
propiedades eléctricas del sólido. 
Por esta razón so utilizan los diagramas do energía en los 
que se puede situar cada electrón según su estado energético. En'os 
te diagrana los electrones tenderán a ocupo.r las energía nonores, — 
es decir las partos bajas do la escala. Intentónos intuir la forma-
ción do este diagrama. 
En la figura tenemos una representación osquonática de un -
átono y do sus niveles do energía. Las capas K, L y M están comple-
tas y los niveles 4S y 4P tienen un total de cuatro electrones. El 
elemento tiene de número atónico 32 y os el gornanio. La distancia 
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entre un nivel de energía y el cero de potencial indica la profun-
do, da del nivel, las distancias no están a escala.. 
energía. 
distancia 
(43) ( 4 p) 
6 "ü ) (3P)b(3d) 
energía 
í 
niveles de excitación 
Cuando los átonos so agrupan para fornar un sólido están tan 
próxmos quo las fuerzas que gobiernan un átono influyen sobre los 
vecinos. Los niveles do energía cío cada átono sufren unas ranifica-
ciones o desdoblamientos. Asi nara ol caso dos átonos ideáticos 
y próxinoss habrá una duplicidad do nivelos cono indica la figura El minoro do estados posibles por átono no varía, poro los estados 
do cada átono sufren un ligero desplazamiento. 
El fenóneno de la ramificación do los niveles do energía es 
muy parecido con lo quo ocurro cuando dos circuitos resonantes se -
acoplan fuertemente. Si el acoplo os superior al crítico aparece la 
ros uesta con dos picos. Así, la magnitud do la dispersión entre ni 
veles dependo de la proximidad do los átomos entro si para formar -
el sólidos, os decir, do la fortaleza del acoplo entre los niveles 
de energía. Cuando los átomos están mas proximos la dispersión a u -
menta . 
Lo quo antes constituían los niveles 1S 2S? 2P etc. de cada 
átomo, forman ahora grupos de niveles cjuo se llaman bandas ya que -
en un sólido real hay tal cantidad do átomos quo ol ospaciam.ic.nto 
entre niveles os tan fino quo no puedo detectarse expcrinontalnento 
f I 
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En particular los niveles ele valencia cLo los átonos dan lu^ -ar 
a la denoninada "banda de valencia.. Esta banda y las que están por en 
ciña de ella, son compartidas por el cristal cono un todo. El salto -
do energía diroctanontc por encina do la banda de valencia es la -
banda do energía prohibida ya que no pueden existir electrones en ol 
cristal con osa energía, la banda do energías permitidas por encima 
de la banda prohibida se llama la banda de conducción» 
Esto, banda, corresponde a los primeros estados excitados y es-
tá normalmente vacía» 
Las bandas interiores, o "bandas mas inferiores, 
partidas por todos los átomos. Ellas no son 
ilinación de las propiedades eléctricas del ¡ 
no están con-










do valencia, los quo determinan 
os la banda de. val 
las quo determinan las propiedades oléctrics 
En la figura siguiente se quiere visualizar la conexión entro 
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Supongamos que pudiésemos calcular ol espaciaráonto entre .ni-
veles en función de la distancia intor atómica. Los niveles superio-
res, los mas extornos en los átomos, sufren la dispersión primero.. -
Esto era do esperar pensando que son los primeros que se ven influon 
ciados por los átomos vecinos y los ñas internos solo serán afectado"; 
en el caso de gran proximidad entre átomos. Habrá una cierta distan-
cia entre átonos para la cual el cristal es establo(Eb) y para olla 
tendremos el diagrama de bandas situado a la derecha. Veremos cono -
el minoro de electrones quo pueden albergar las bandas y el .minoro -
- 51 -
de olios quo contengan las "bandas exteriores determinan las propie-
dades eléctricas dol sólido. . 
i i 
•o 
10.5- La conducción eléctrica en los sólidos. 
Bajo ol punto do vista de la conducción eléctrica, los só-
lidos han sido clasificadc un poco arbitrariamente- en tros gru-
pos : conductores, aislantes y semiconductores; Pero esta clasifica, 
ción es una cuestión de magnitud, do cantidad, mas que do concepto. 
Se ha dicho que la conductividad o resistividad es la mag-
nitud física cuyo margen de valores os mas grande en la naturaleza. 
Los denominados conductores presentan resistividades inferiores a 
- 2 
10 XI • en. A los semiconductores so los a,signa un margen entro -
-2 6 
10 y 10 A . cm. y los aislantes tienen resistividades hasta de 
- 2 0 
10 i! . en. cono ocurro on el cuarzo. 
Así, en una primera definición do semiconductor es aquella 
sustancia quo queda ontro los conductores y aisladores, con resis-
tividad del orden de 10""2 a 102yl cm» La constante dieléctrica re-lativa está normalmente comprendida ontro 5 y 50. 
Una situación común para los tres grupos os que las propio 
dados eléctricas están muy afectadas por la pureza y tratamiento do 
la nuestra en estudio. Esto os especialmente cierto para los semi-
conductores donde veremos como pequeñas cantidades de impurezas -
pueden servir para controlar las propiedades eléctricas en un a n -
cho margen» 
Lo, variación de la resistencia con. la temperatura señala -
notables diferencias entre los tros grupos4 En los metales la r e — sistividad aumenta'con la temperatura. En los aislantes disminuyo 
con la temperatura, y en los semiconductores ol coeficiente do va-
riación puodo sor positivo o negativo, puedo sor conpletanonte no 
lineal y puedo sor muy grande. Veremos mas to„rdo como los portado-
res de carga en un aislante son pocos, on un metal son muchísimos 
y poco dependientes do I y on un semiconductor es un número varia-
ble con T y fácilmente controlable. 
La historia de los semiconductores' empieza on 1.833 on que 
Earaday encontró un coeficiente negativo en la variación de la re-
sistencia con la temperatura del sulfuro do plata. En 1.873 so on-
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centraron sustancias con propiodados rectificadoras» 
10.6- Conexión ontro las bandas de energía y la conducción eléctrica, 
En un solido la 
tiene una gran cantidad 
so los aplica un canpq 
ran on la dotornin 
ol^ctronos 
tintas bandas do un sólido 
corriente eléctrica so produce cuando so 
do electrones libres po,ra moverse cuando 
léctrico exterior, los factores ano ontra-
ición do la conductividad serán densidad 
libres 
TaclT 
X facili^acl _ con que pueden desplazarse. Es re 
el^Tótorúinar oí" minoro He electrones en las dis 
Siriplenento habrá quo ir colocando los 
electrones que tenorios dp nano ra que vayan llenando los bandas -
desde los estados ñas "bajos hacia las bandas ñas superiores. 
Si no tenorios en cuenta ningún 
per atura, los esTádos eToc'tronicos 
un cierto nivel por encina dol 
dorios cono la.s bandas inferior 
efe ton producido por _ _
so oneo ntraran ocupados hasta -
cual las bandas están vacías. Rocor 
s son 1c 
tura atónica, las nás ligadas al 
fácil quo so puedan riovor. Estas 
do conducción en ningún coso y s 
quo controlan dicho proceso» 
rías profundas on la os truc 
núcleo y sus electrones' no sorá -
ü,D bandas no contribuyen al procoso 
ólo son las bandas exteriores las 
Podíanos preguntarnos por los noviriiontos posibles que puo 
don tenor los electrones on las "bandas superiores llenas o parciaT 
nente llenas. La contestación os la siguientes 
a) Una "banda totalncnto ocupada no puede contribuir a la con-
ducción electrónica porque sus electrones no son libros de novorse 
de una nanora nota en ninguna dirección. En el supuesto do un des-
plazamiento de electrones en ol interior do la "banda, os- necesario 
que si un' electrón posa de un nivel i o. uno j ol electrón do j pa-
so a i , con lo que la conducción nota os nula. 
b) Una bando. parcio„lnonto llena contribuirá a la conducción 
electrónica, 
c) Una banda vacía evidonten. nto no p u e d o contribuir a la con 
ducción por no contener ninguna carga. ~ 
Los razonaniontos para'justificar las afirmaciones anterio 
res son muy complejos y requieren un estudio.cuántico de los sóli-
dos. Bajo un punto do vista cualitativo vanos a describir alguno -
do este 
Una bando, parcialmente llena puedo tenor unos cuantos oloc 
tronos solamente o estar la mitad llena. En este último caso habríT 
una gran contribución a la conductividad del sólido porque habrá -
un gran minoro do oloctronos y serán relativamente libros de riovor 
se de un itado ;ro de la banda. 
En los casos do una banda 
ten unos cuantos electrones en los 
en el coso inverso do una "banda ca 
estados vacíos on la parte superior 
de sor mas detenido y so verá-en la 
casi vacia, es decir en que oxis 
estados más bajos de la banda y 
si lleno, en quo sólo hay algunos 
do la banda,el tratamiento ha 
L dos preguntas siguientes. 
Queda por último la ^posibilidad do que un electrón tonga 
suficiente energía cono para pasar do una banda llena a otra vacía 
saltando la bando, prohibida» Esta, cuestión será, tratada tanbión -
posteriormente» 
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10.7- Conducción electrónica en un sólido«- Clásicamente los fenómenos 
de conducción oTcc'tri'co,1 so"deben a los movimientos do iones y ole£, 
tronos. En los sólidos la conducción es enteramente electrónica, 
aunque ol comportamiento do ostos electrones sea muy diferente en 
el interior dol sólido que en ostado libre. 
Hay quo señalar en primor lugar qucol sólido tiene una' 
estructura, un conjunto do núcleos positivos, gran cantidad do -
electrones relativamente próximos, quo imponen ciertas caracteres' 
ticas al movimiento dol electrón. En ol caso de un electrón libre, 
cuando so aplicaban unos campos exteriores estos oran los que go-
bernaban la dinámica dol electrón. Sin embargo en el caso do un -
sólido, debido'a la interacción entro., la estructura dol sólido y 
los electrones, al aplicar un campo externo no os solamente ósto 
quien gobierna al electrón. Los electrones en el interior de un -
sólido so encuentran sometidos siempre a los potenciales que — 
crean los núcleos do los átomos dol cristal y a las influencias de 
unos electrones sobro otros. Al aplicar un campo exterior, ósto -
mas los interiores al cristal serán los quo en realidad actúen so_ 
bro el cristal» 
El estudio do os tas' cuestiones vuelvo a sor oxelus i varíen, 
te cuántico. Afortunadamente, se ha encontrado que las influen- — 
cias do la estructura periódica del cristal sobre un electrón se 
pueden tener en cuenta, y englobar si en la dinámica dol electrón 
so sustituyo su masa por una cantidad llamada masa ef oct.i.ya. Coh 
esta sustitución, si se aplica uno, fuerza P exterior al cristal, 
ol electrón en oí sólido respondo a la 2§ ley de Newton como si -
estuviese libre 
^ — 
Ü? = m m" a (10 .1) 
ext ef 
La utilización do la masa efectiva permito, la voz, 
tenor en cuenta, los efectos de los potenciales internos del cris-
tal y poder utilizar las fórmulas do la dinámica del electrón li-
bre , 
so 
La masa of; 
¡ncuontre dontro 
¡ct: JL la" 
le un 
banda 
.octrón del nivel en que 
energía, 
Estudiemos primero la situación en una banda casi vacia. 
Tendremos únicamente algunos electrones ocupando los estados infe 
rioros do la banda.. Por otra, parte esta banda será la banda do va 
lenpia que sabemos es compartida por todos los electrones del crTr 
tal 9 
Estos olectrenes do la parto 
efectiva quo es muy próxima a la mesa 
indica que podemos considerarles como 
le un campo eléctrico están sometidos 
inferior tienen una masa 
real dol electrón, lo cual 
oloctronos libres. A aplicc 
a una fuerza. 
E = m a = m a 
ef 
(10.2) 
a un movimiento uniformemente acelerado. Sin embargo 
en su trayectoria choca con los átomos, con otros -
con las imperfecciones cristalinas, las vibraciones 
la red cristalina lo alteran y todo olio da lugar a 
movimiento errático pero tendente a moverse según manifiesta 








so llana ol .tiempo libre no ¿Lio y la no ¿Lia ¿Lo las longitudes reco-
rridas entre dos choaues ao llana el canino libre medio* 
En el,movimiento do zig-zag resultante, las trayectorias -
pueden no sor rectilíneas pues se trata do novinionto unifornonon 
te acelerado. 
Si el electrón fuese libre su. novinionto sería unifornonon 
to acelerado con una. aceleración proporcional al canpo E aplicado 
cono indica (10.2). En .nuestro caso del electrón en ol sólido, ol 
tiepo do novinionto sólo nos pernito hablar do velocidad nodia on 
tro dos puntos y pensar que dicha velocidad es función del canpo 
eléctrico aplicado, E". A la constante do proporcionalidad se la -
denomina la novilidad del electrón, es decir 
< v > = y \ E (10.3) 
Esta novilidad será función del tiempo libro y del camino 
libre medios. 
J será 
3ajo el punto de vista eléctrico, la densidad de corriente 
«J = E 
e 
10.4) 
Por otra parte, si n os ol número do electrones por unidad de vo-
lumen la densidad do corriente que proporcionan será 
(10.5) 
luego la conductividad debida a estos electrones es 
J = o n <v> = e n ^ E 
<T = o n ti, e / e 
(10.6) 
El resultado anterior os correcto en cuando el número de -
electrones en la banda os pequeño con respecto al minero de estados 
posibles.' 
Es obvio además quo el desplazamiento de los electrones es 
de sentido opuesto al campo aplicado. 
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10,8- Conducción por huecos.- Según la imagen a.nterior parece que, a 
primera vista, la conductividad debe aumentar conformo el núnero 
do oloctronos en la banda amienta. Sin oríbargo sábenos que cuando 
la banda ostá completa la conducción os nula. Este dilona-solo -
puode ser solucionado por un ostudici profundo do estos fenómenos 
do conducción y nosotros sólo vanos o, dar los resultados, 
a) El comportamiento de los oloctronos on la parto superior 
de una banda os radicalnonto distinto al do los electrones de -
los niveles inferiores. 
b) La masa efectiva do un electrón situado on la parte supjj 
rior do una banda os negativa. Esto resultado no tiene ninguna -
analogía clásica. 
c) En una banda con M estados posibles quo contiene n -
electrones (n comparable con M) el número noto de electrones que 
transportan corriente eléctrica es 
M - n 
d) Los oloctronos anteriores, ^  - n, tienen la propiedad se-
ñalada en b) do uno. maso, efectiva negativa. 
o) Bajo ol punto cío vista do la dinámica un electrón de car-
ga negativa y masa, efectiva negativa se comporta como si fuese -
una partícula do maso, efectiva/positiva y carga positiva, A estas 
partículas se les lloxia huecos. 
Hay quo insistir quo ol concepto do hueco os entonces, -
únicamente, uno. manera do llamar o simbolizar el comporto.mie.nto — 
extraño y difícil do los electrones en uno, bando, casi completa* 
En resumen, la contribución a la conducción eléctrica do 
una bando, casi completa se realiza por unos portadores llamados -
huecos de carga o , nasa efectiva n^ y cuyo número es igual, -
h 
al de los estados vacíos de la banda,. La corriente producida por 
ellos será 
J = <T E (10.7) 
h h 
siendo 
J = c p < v > = o p /j E 
h h / ^ h 
en donde p os ol número do huecos por unidad do volumen TJj^ la 
movilidad do los huocos. 
En la situación on quo un sólido tenga una banda, casi va-
cía y otra casi liona, la conductividad total será la debida a -
los electrones mas la debida a los huocos 
& - a~ 4-o- = n e / K 4-pe^ (10.8) e h / o / h 
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10.9- Estructura cío, "bandas do energía on los aislantes, concluctoros 
y semiconductores. 
Examínenos la situación en equilibrio térmico y a tempera-
tura ambiento, ^a inclusión do los efectos de la temperatura nos -
lleva a considerar una cierta energía térmica en los electrones -
que tendrá influencia en su distribución en las bandas, cono ñas -
tardo veremos „ 
Un aislante so caracteriza por uno. banda de valencia total 
nento ocupada separada por una ancha zona prohibida (unos 10 o V) -
de la banda superior o do conducción quo está vacía. Esta situación 
so puedo producir bi .n por estar ocupados los niveles do valencia 
en los átonos y dar lugar a una banda completa o bion por un pro-
coso do solapaniento y posterior separación de las bandas« La pri-
mera estructura os típica de los cristales cónicos» Fn la segunda 
las bandas do valencia y conducción primitivas so solapan y luego" 
se separan en dos nuevas bandas, do nano ra que la nuevo, do valen-
cia contine únicamente los estados o cu-palos y la nueva de con con-
ducción todos los vacíos» Esto fenómeno do cambiar la estructura do 
las bandas es típica do los cristales covalontos do los elementos 




-'l lo ey 
tu U-f i <j i t.-w 
(2 pj\\\\ 
En los semiconductores so pr 
das poro la distancia atónica 
to do cruce por lo quo el salt 
ño. Así podemos considerar-el Si cono 
prohibida muy estrecha (1.1 o V en Si 
estable 
de 
luco también un cruce de ban-
stá muy próxima a esto pun 
cnergia prohibida 
n un áíslant-
y 0.7 en Ge) 
os muy peque 
con una banda -
Estos cristales se consideran como semiconductores porque 
a la temperatura ambiento la energía térmica do los electrones es 
suficiente para que algunos salten la bando, prohibido, produciendo 
una concentración do electrones en la banda de conducción y de 
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huecos on la cío valónela capaces ele producir una conductividad — 
apreciadle, la resistividad dol Si a la temperatura ambiento os 
- 5 7 
de 3 x 10 cm y la del G-e de 60 ohm x on, 
Eii 1 OS di s lantos la banda prohibida era tan ancha que 
no podía sor atravesada por los oloctronos térmicos. Sólo cuando 
apliquemos campos eléctricos muy intensos es'posible quo los eleO 
tronos puedan pasar a la banda do conducción, inicia.lm.onto vacía" 
dando lugarTa uno. conducción. Esto proceso so llana ruptura, o -
perforación del dieléctrico» 
En los metales el fenómenos do solapanionto de las bandas 
so o-centúa. A la distancia atómica do equilibrio las bandas primi 
tivas, unas lionas, otras sonillonas y otro.s vacías, so han unido1 
dando, por tanto, una banda resultante con gran cantidad de oloc-
tronos y gran cantidad do estados libros. Esta situación permite 
una conducción eléctrica muy buena. En general para poder decidir 
sobre la naturaleza eléctrica do un sólido hay quo hacer un estu-
dio detallado do sus bandas de energía y del solapanionto do las 
que los electrones pueden ocupar en una banda. Tal estudio hay -
que realizarlo por mecánica cuántica y nosostros sólo daremos el 
resultado. 
Cada banda contiene un número finito do niveles. Está cuantifica-
da. Como os usual en estadística, para describir el comportamiento do 
una colectividad numerosa hay que utilizar métodos estadísticos.. Así -d distribución nos dice cuántos estados cuánticos función den 
hay tales quo su 




3 <y i o _ osxon comprendiólas entre £ y £4- df por uni 
el cristal. Como os lógico, tal función densidad de -
nula en los intervalos prohibidos de energía y por in-
tegración en cado. banda, permitida, dará los estados permitidos o posi-










niveles loosibles on cada banda, 
;ertormente será el efecto 





prii ir o indicar la distribución de los 
distribución de estados no es uniforme y 
mos dS el número do estados cuánticc 
gías quedan on el intervalo £y £4-
dad de distribución de estados por 
•s por unidad do 
d£ , definimos 
estados en -
así si llama— 
ñor 
i~-
voluraon cuyas c 
la función den¡= 
S( £ ) = dS/d¿ (1019) J os decir dS = S ( € ) d£ 
es decir s( <£ ) es el número de estados cuánticos por unidad de ener-
gía y por unidad de volumen en el cris tal <, 
Se demuestra que s( f ) es la forma 1 £ A S( 6 ) = A £ ( 1 0 . 1 0 ) 
Tal función os claramente no unifor-
me e indica una mayor concentración 
de estados cuánticos para energías -
altas„ 
Como aplicación, pensemos en el número toal de estados cuánticos 
que existen en un cristal do volumen unidad y cuyas energías estén com 
prendidas entre y C . Será£2 
1 2 L S( ¿ ) d£. 
En general para, un cristal de volumen determinado el cálculo del 
número de estados requiero una integración según las energías y según 
el volumen í /' 






se muestra la densidad de estados posibles eh las 
V conducción en un semiconductor. 
5 ( 6 ; 
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10.11— Efocto de la témpora-tura. Punciones do.distribución do Maxwell-
Boltzmann y Permi-Dirac. 
Ya sabemos cuántos estados cuánticos tio.no un semiconduc 
tor. Los electrones que ól mismo posea deben proceder a ir ocupan 
do dichos estados según'una cierta ley» Si pudiésemos aislar nucs 
tro sólido del universo, sin tenor en cuenta que el resto del uni 
verso ejerce alguna clase de influencia sobre él, no tendríamos -
en cuenta las ideas do calor y temperatura. Los electrones ocupa-
rían los niveles de energía mínima. 
Supongamos ahora nuestro sistema a una temperatura T y -
en equilibrio térmico. El equilibrio térmico está caracterizado -
por 
- una temperatura de Tfi K 
- una situación estacionaria en que no se puede detectar 
ninguna tendencia como función del tiempo. . 
- la situación actual no presenta indicios de la histo— 
ria pasada del sistema. 
- el sistema está difuso y desordenado al máximo. 
- cualquier perturbación inicial dol sistema ha tenido -
tiempo de relajarse completamente. 
El número de electrones para ocupar los niveles será'muy 
grande y sólo podemos describir un comportamiento estadístico, uh 
comportamiento en media. La media a quo nos referimos anteriormen-
te puede entenderse de dos maneras diferentes que en la mayoria -
de los problemas físicos pueden tratarse como completamente equi-
valentes. Una mañero, supone que observamos un sistema dado duran-
te un largo tiempo y on particular observamos ol comportamiento di 
námico que nos interese. La media en el tiempo de la función numóf" 
rica de oso comportamiento es el comportamiento medio. Alternati-
vamente podemos considerar una gran cantidad de sistemas cuyas pro 
piedades sean idénticas a las de nuestro sistema dado. Entonces, 
en un momento arbitrario medimos un cierto comportamiento dinámi-
co en cada sistema. La media aritmética dol conjunto de estos nú-
meros es la media desce^ da« 
Al estudiar cómo ocupan los niveles de eletrones hay que 
hacer ciertas hipótesis sobre cólo se estudia el problema y la in 
teracción de las partículas. "" 
Las llamadas distribuciones clásicas utilizan la mecáni-
ca clásica. Son válidas para el estudio de sistemas rarificados, 
es decir aquellos sistemas en quo el número de partículas es mu— 
cho menor que el número de estados disponibles. Tal es la llamada 
función de distribución de Maxwell-Boltzmann. 
Las distribuciones cuánticas se aplican a sistemas dis — 
cretos on donde hay quo aplicar el principio de exclusión de Pau-
li. Describen los denominados sistemas densos en que el número de. 
partículas y do estados son comparables. Tal es la situación de -
los electrones en un sólido que hay que describir por medio de la 
función de Eermi-Dirac. 
Ambos tipos de distribuciones se conocen también como -
"estadísticas" y así se habla, de estadística, do MB y de ED. 
Para nuestro estudio de semiconductores tenemos que apli 
car la distribución de PD. 
La función de distribución de Permi nos da la probabili-
dad de que un cierto "nivel de energía"£ e¥tcT ocupado por un eloc-
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Tal función ele ED dependerá de la estructura íntima del só-
lido y de la temperatura. 
Ambas leyes de distribución so determinan calculando el nú-
mero de formas en que nuestras partículas pueden ocupar los niveles 
disponibles y suponiendo que la disposición mas probable es la que -
realmente se observa y se produce. 
la función de MB os 
r f ( £ ) = A exp ( — ) 
MB te T 
(10.11) 
donde 
A es una densidad de referencia función del número total -
de partículas y de la temperatura. 
te es la constante de Boltzmann. 
Como vemos tal distribución es independiente de la distri-
bución de los estados disponibles. 
La función do ED es 
f ( £ ) EL 
1 
£ 
r C ~ ^f y 1 4- exp ( 
k T 
(10.12) 
en donde la constante es la llamada energía de Eermi. Tal ener-
gía se usa como referencia en casi todas las discusiones de energía 







En la figura, vemos la estadística de FD, La función es inde-
pendiente de la distribución de estados. Como en un gas, los electro 
nes en un sólido están on constante agitación y efectúan numerosos —7 
choques. Su energía y su cantidad de movimiento cambia con el tiempo. 
Un cierto nivel de energía del sólido puede estar lleno un instante" 
y vacío el siguiente. La interpretación probabilística nos calcula — 
si observamos un sistema durante un tiempo largo, la fracción del — 
mismo durante el quo habrá un electrón en ol nivel en cuestión, 0 si 
observamos un gran número de sistemas idénticos en que fracción de — 
ellos existe un electrón en eso nivel y en un instante dado. 
Esta probabilidad es justamente el valor de la función de -
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Penal para el nivel en cuestión. El máximo valor ele la función es 
la unidad, que indica que un estado estará lleno siempre, lia fun-
ción tiende hacia coro para energías muy altas lo que indica que 
será muy raro que allí existan electrones. 
Si calculamos la función de Ferni para f= f su valor 
es 1/2 independientemente de la temperatura. Esto indica que un -
nivel localizado en tiene una probabilidad 1/2 de estar ocupado 
f ^ (si está en una banda permitida). Cuando W cae dentro de una ban 
da prohibida diromos que la probabilidad de ocupación sería, 1/2 -
si hubiese un estado disponible. 
Para I = 0 todos los estados por debajo do g están lie-
f 
nos, su ocupación es la unidad, los superiores a C están vacíos, 
± 
la probabilidad de su oeupación es nula. 
Para valores de - £ >\ k T la distribución de PD -
tiende a la de MB: f 
t p 1 c- - w exp ( — - ) .(10.13) 
FD k T 
10.12- Punciones combinadas de distribución. Hemos obtenido en los pa-
rágrafos anteriores dos resultados, uno referente a la distribu— 
ción de estados disponibles en las bandas de energía y otro refe-
rente a la probabilidad do que uno de esos estados esté ocupado -
por un electrón. Entonces multiplicando ambos funciones tendremos 
la distribución do los electrones según la energía y en función -
de la temperatura. 
Como primor ejemplo estudiónos la situación en un metal. 
Sabemos que sus bandas de energía estan"solapadas. Su densidad -
distribución de estados viene dada por(l0.10J 
s ( £ ) = a 
m 
Si aplicamos la estadística de MB, la distribución de -
electrones es 
ÍT ( £ ) = s(£) f ( £ ) = A £ 2 exp (• (10.14); 
MB . mB IB k T 
Para la estadística de FB, 
¿ P "8 A 6 
N ( £ ) = s( £ ) f ( £ ) = (10.15) PD FD 
1 4- exp 
que es la correcta para los electrones en un sólido. 
En la figura se notan las diferencias entre ambas distribu-








on general, la función 
ciada por el producto do 
función estadística aue 
N A C £ J densidad do 
la función 
— 




da la o cunad on de los estados, 
Yeanos abora 
la reprosent tonenos 
bandas. 
tenemos 
T 02 E 
el riedio ele la b; 
de electrones para 
lo, situación on un 
Lción unidimensión; .1 
d 
Pe m i para cío 
demostrarse 
.a prohibida,. En (a), 
ambas temperaturas 
En (b) la distribución cío esta o 
la distribución ele 
y en que, como puedo 
semiconductor. En la figura 
, En (a) la estructura de -
3 cuánticos S( £ ). En (c). 
3 temperaturas I = 02>K y 
, el nivel de Eermi cae en 
so muestra la distribución 
¿k/ 
STQ/}C 
/ B & N <Á. CL 
/ YÉOPTÁYC&ION 
V > D 
"TV 
la figura (d) la interpretamos diciendo que para I .= 0 no 
hay electrones en la banda ele conducción y la de valencia está lle-
na. Para I 02 K algunos electronos han sido excitados a-la banda -
de conducción y por lo tanto han dejado estados vacíos en la de va-
lencia* 
El minoro do electronos on una b-anda será pues 
PD 
<í2 
lí ( £ ) d £ 
£ 
s( £ ) f ( £ ) d £ 
ED 
10,13- Difusion de partículas.- En el movimiento de partículas en un so-
ios procesos. El primero os cl arrastre de partícu-
elóctrico y el segundo es la difusión de portado— 
la densidad 
mi conductor baj-
ías por un camp 
res debida variaciones en 
otro del semiconductor. En ambos casos 
cío partículas on un punto a 
consideraremos un modelo uni 
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dimensional ya que se evitan las complicaciones matemáticas do la 
realidad tridimensional y se mantiene la visión física del proble 
ma. 
Difusión es un término aplicado al movimiento mas o menos 
desordenado de partículas on un solido cuando no ostán uniforme-
mente distribuidas en el mismo. En efectos sabemos que aun con -distribución uniformo las partículas so encuentran on movimiento' 
aleatorio constantemente. Sin embargo, si hay una concentración -
más alta en una región que en otra, las partículas experimentan -
una fuerza neta quo tiende a igualar la situación no uniformo. Ha 
brá un flujo de partículas desde la región con mayor densidad ha-
cia la región de menor y c^ uo será proporcional al gradiente de la 
densidad espacial de partículas. Esta corriente nota se llama co-
rriente do difusión. 
Así, para ol modelo unidimensional lo, corriento de partí-
culas será 
d m 
M = - D — 1 - (10.16) 
d x 
donde 
m es lo, densidad lineal de partículo,s 2 
D es la constante de difusión con dimensiones de m „ s 
y el signo menos se debe a que el gradiente va dirigido de menor 
a mayor concentración. 
En nuestro caso, si las partículas son electrones y hue-
cos, la corriente eléctrica que se producirá será 
d n d p 
J = e D y J =-e D 
e n d x h p d x 
(10. 17) 





e n E 4- o D grad n 
n 
o a p E - e D grad p 
/ n P ) 
(10.18) 
Consideremos ahora la difusión en el caso mas general on 
que la concentración en una determinada región varía con ol tiem-
po. Consideremos osa región del .sólido. Se puede producir una ge-
neración de partículas a una velocidad jg y una desaparición o re-




velocidad r . En el plano x la 
es J(x) y en el plano x 4-Ax será 
J(x) 4 A J» En el instante t la -
densidad volumétrica de carga es -
() . Un instande dt posterior la ~ 
d'bnsidad de cargas ha variado y la 
variación de 
AJ 
cargo contenida en 
el volumen de base unidad y arista 
4C\ x será 
Zlx 
X + 3C 
/ 
que procederá de la generación y -
recombinación en oso volumen durante el tiempo dt y del incremen-
to de corriente quo ha salido de dicho volumen, es decir la con-
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¿Lición de continuidad es 
A f A x = (g - r) x dt - A J ¿t (10.19) 
I 
y teniendo en cuenta quo la corriente es ex clu si varíente de difusión. 
d f 
J = — D --L-
d x 
queda la ecuación de la digusión 
2 - CP _ T> ± TI 
d 
g - r 4- D —--- (10.20) 
d t 2 
dx 
Las soluciones do dicha, ecuación dependen de las condiciones 
iniciales y do contorno del problona. 
La difusión tionc hoy día onorno interés técnico. En todos -
los cambios do faso hay nigracionos y redistribuciones do los átonos 
procesos típicanonto do difusión. El tratamiento del hierro para el 
mejoramiento do sus propiedades es fundamentalmente un proceso do 
difusión do ciertos elementos a su través. La oxidación superficial, 
la impurificación de cirstalos on atmósfera gaseosa, etc» son hoy 
día técnicas básicas on la fabricación do semiconductores por la -
técnica planar, 
10 34- Ecuación de continuidad. Difusión y arrastro combinados.- Si se -
produden al mismo tiempo la difusión y ol arrastro do partículas, -
la ecuación (10.19) os todavía válida si la corriente eléctrica es-
tá dada por 
d 9 
J = _ D y x j? E 
Pudiéndose escribir 2 n dp d f> d(f E) 
— = g - r 4- E -— í (10.21) 
dt 2 / dx 
dx 
quo se llana la ecuación de continuidad 
La generación y rocombinación pueden sor complicadas pero, 
on las aplicaciones on semiconductores y cuo.ndo ambos procesos no 
dependen de la influencia extorna, so ha encontrado que una buena 
_ 
g - r = -- (10.22) 
en donde el parámetroIfej? so llama el tiempo de vida do la partí cula 
y 0 representa la densidad inicial» 
> o 
La ecuación do continuidad queda on la forma 
d P P -fn d 2P d 
„¿__ = - ¿ — ¿ 2 - x D i M (PE) (10.23) dt g K 2 / dx / 
' dx 
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Esta ecuación se aplicara a los electrones sustituyendo 
por -en y para los huecos por op. 
10 35- Seaicondudtoros intrínsecos.- En el conportamiento eléctrico de 
un semiconductor 'Too' defectos do su rod cristalina y las impurezas 
que ol cristal contonga tienen una influencia extraordinaria. Los 
defectos cristalinos so refieren a posiciones que quedan vacantes 
en la estructura del cristal, a la aparición do dislocaciones y, 
en general, o, cualquier ruptura do la perfecta regularidad del -
cristal. La importancia do los defectos cristalinos nace del hecho 
que tales imperfecciones pueden originar niveles que caigan dentro 
de la tanda prohibida y que son utilizados como etapa intermedia -
en la recombinación de huecos y electrones. So ha encontrado que -
la velocidad volumétrica do recombinación depende de la densidad 
de defectos dol cristal es decir de su imperfección. En definitiva, 
os ol parámetro '75 que hemos definido cono tiempo de vida ol quo -
queda afectado por la densidad de defectos. 
Se de.nomi.ne„n semiconductores intrínsecos aquellos que no 
tienen átonos do impurezas aunque pueden tenor defectos cristalinos. 
Los semiconductores intrínsecos no son inportantes cono foraadoros 
do dispositivos electrónicos pero son la baso sobre la cual so roa 
lizan los soniconductoros extrínsecos y señalan las propiedades — 
del funcionan! o nt o dol dispositivo.. 
Considérenos un soniconductor intrínseco cono d Ge puro.' 
A 02 K todos los electrones están en los .niveles ñas bajos y la -
banda do valencia ostá llena. La CilGPgXcX necesaria para traladar -
uno de estos electrones a la bando, do conducción os justamente la 
anchura de la banda prohibida £ . Para el Ge, £ vale 0.67 eV a 
S , G 
3002 K„ A la tonperatura anbiento la energía térmica es suficiente' 
para la generación de un número aproeialbc do paros electrón-huecos 
ol electrón sal'ta la banda prohibida y so convierto en cas i-libre "en 
la banda do conducción y en lo, do valencia queda un hueco. Esto -
proceso se llama do excitación o generación intrínseca y la conduc 
ción resultante, conducción intrínseca 
Podemos tenor una idea cuantitativa do las densidades de 
electrones y huecos on ol cristal determinando la posición del ni-
vel de Ferni, 
fe: •,\t>0 *K 
" ! \ Tí 0*K 






Para ol caso del cero absoluto el nivel de Forni debo que-
dar en alguno, parto de la banda prohibida. Esto se debe a que la — 
banda'de valencia ostá llena, f(£ ) = 1, y la do conducción está 
vacía, f( £ ) = 0. En efecto, se puede demostrar que 
é e ^ v 
£ = (10.24) 
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es decir on un serxLconductor intrínseco cl nivel de Per ni ostá -
on cl medio do la "banda prohibida. También se puedo decir 
los oloctronos y huecos so generan y recomb 
ro sorá el mismo. 
_nan on po,ros, 
quo como 
su núne-
Su llamamos n ( £ ) y p( í" ) las densidades 
huecos so puede demostrar que ol producto do ambas 
pendo únicamente do la temperatura, y do la anchura 
hibida, pero no la posición del nivel do Pomi, 
de electrones y 
densidades 
do la banda 
de 
pro 
n p n (10.25) 
El número n so llamo, la densidad intrínseca d.o 
16 — S o mi c o n du c t o r o s 
somiconauctor so""! 
le 
extrínsecos. Donadores y acoptores.- Cucando a un 
"^anadón átomos "cTo^mpurozas estos pueden susti— 
primitivos o colocarse intorsticialmente. En an-
o
tuir a uno d los 
bos casos su constitución química diferente puedo aportar nuevos -
nivelos cuánticos a la estructura de bandas del cristal y que co-— 
rresponden a sus propios estados. Dependiendo do la valencia de la 
impureza y de cómo queda ol nivel de energía que introducen, estos 
átomos extraños puoc" 
piedades eléctricas .en tenor un efecto muy importante en las pro— dol semiconductor. 
(P, Sb, Bi 




Ea situación puede intuirse si pensamos en la situación 
por ejemplo, cuando introducimos" 
o del III do la tabla periódica —— 
respectivamente). Si sustituímos un 
ólo cuatro de sus cinco 
on el cristal. El quinto 
cjue so produce en cl Ge y cl Si 
átomos'de elementos'dol'Grupo V 
y B, Al, Ga, I 
encontramos quo 
ce covalonte 
A S , 
Go por uno del Y 
¡s pueden formar >nl£ 
ción. A 
so laf 
gado al átomo de impureza pero muy débilmente y bastará una 
'n de conclu 
electronos do conducción 
energía para liberarlo y convertirlo en electró nd c 
estas xm 
denomina done 
¡as quo proporcionan 
..ritos o donadores» 
Una situación análoga la tendremos para un elemento del -
grupo III. Ahora a osto elemento lo falta un electrón para comple-
tar sus enlaces con el cristal. En este caso decimos que ol átomo 
tiene un hueco o estado vacío débilmente ligado. 
le valencia 5 ? como sus Para los o1omentos 
tronos" están débilmente sujetos, sus .niveles energéticos deben 




estado del donador, cl estado'es neutro. Cuando ol electrón se ex-
cita a la banda do conducción, el donador queda con una carga'posi 
tiva y so dice que está ionizado, los elementos do valencia 3? por 
su facilidad de capturar electrones, deben tener sus .niveles cerca 
ele la banda do valencia. Estos niveles acoptores estarán neutros -
cuando ostén vacíos y cuando capturan un electrón quedan negativa-
mente cargados produciendo un hueco on la banda do valencia» 
Un cristal con donadores 
porque sus portadores ele carge 




se llama un semiconductor tipo -
son principalmente negativos, y 
xnonina ele tipo p ya quo sus portadores son 
A la temperatura ambiento se habrán producido un cierto -
número de paros cloctrón-huoco y además so habrán ionizado casi to 
dos los donadores o acoptores». los electronos se denominan portado* 
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ros nayoritarios on un soniconductor tipo n y los huecos son los na / / / , ,/> ' 
@ © © 0 (0 © © © <D 
fcCL 
Estructura • de un somiconduc 
tor tipo n, con donadores -
ionizados. 
Estructura do*un sonicon-
ductor tipo p, con acepta 
dores ionizados. 
yorito,rios en un seniconductor tipo p. Los portadores no debidos a 
las impurezas se denominan portadores minoritarios (electrones en 
ol tipo p y huecos on el n). 
En un semiconductor tipo n tendremos a la temperatura ambior. 
tos en la banda do conducción gran número do electrones proceden-
tes de la ionización de los donadores y unos pocos producidos por' 
pares electrón—hueco de origen térrico y en la banda de valencia7— 
los correspondientes huecos térmicos. Estos son los minoritarios» 
Análogamente para el semiconductor tipo p. -
El nivel do Eorni so habrá desplazado respecto al senicon-
ductor intrínseco. En ol tipo -n se ha desplazado hacia la banda -
de conducción y en el tipo p hacia la banda de valencia» 
Por otra parto ol resultado (10.25) se mantiene y ol pro-
ducto de mayoritarios por minoritarios se mantiene constante para 
una cierta temperatura y material, 
2 r pn = n = f( T - c ) 
1 1 g 
,.17- Efecto Hall.- En 1.879 E-. H. Hall descubrió ol efecto quo lleva 
su nombro. Encontró quo aparecía uno, diferencia do potencial trans 
versal cuando una tiro, de metal que transporta uno, corriente eléc-
trica so coloca dentro de un campo magnético. Esto efecto es muy ^ 
débil en los metales pero muy intonso on el germanio y ol silicioB 
La utilización dol efecto Hall on los estudios do conduc-
tividad eléctrica ha sido en extrono provechoso para estudiar la -
física de conductores y soniconductores. Además, los resultados do 
las medidas del efecto Hall on semiconductores han sido una fuente 
do problemas durante muchos años. En efecto, siempre so pensó que' 
la conducción oléctrica se debía a portadores negativos y sin e m -
bargo las medidas en muchos semiconductores indicaban que la con-
ducción so roo,lizaba por partículas cargadas positivamente. Hoy -
día podemos explicar la situación pensando en la conducción por -
huecos de las bandas casi llenas. 
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indica 
x y un 
En la figura se 
circula en la dirección 
rección z. 
Si la corriente está producida 
por portadores de carga q con 
una velocidad media que tiene 
componente en el sentido x„ La 
fuerza de Lorentz sobre estos 
portadores vale.? 
E = (E 4- V X B) 
el experimento 
campo magnético 
Hall. Una corriente 
e aplica en la di-
Inicialmentes por efecto del campo magnético los portadores 
son desviados hacia los lados 
laterales produciendo una m a — 
yor concentración en un lado -
que en otro. Así aparecerá un 
gradiente do potencial perpen-
dicular al campo magnético y a 
la corriente. Una situación de 
equilibrio cuando los efectos 
del campo eléctrico transver— 
sal y del magnético so igualen» 
La diferencia de potencial trans 
versal puede medirse (Vy). 
En el equilibrio 
i 
'jsf 
- Ey 4. v x B z = O 
vx = B 
z 
con los sentidos indicados en la figura. 
El problema principal en la discusión del efecto Hall consiste en 
relacionar v con ol campo E . La movilidad media a utilizar os -
diferente a la utilizada en la conductividad normal y frecuente—• 
monte se denomina movilidad Hall» Así 
x / x 
La situación para oloctronos y huecos sería la indicada 
en las figuras. 
<5 E 
£ B 
(a) huocos (b) oloctronos 
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E 
R ^ 1 (10 28) 
H e p ^ E B o p 
li x 
y para los electrones análogamente 
- 1 
R (10.29) 
H o n 
En ambos casos hemos supuesto una movilidad única para electrones 
yhuecos y obtenemos quo el coeficiente do Hall da una medida dirc_c 
ta do la concentración de huecos y electrones. En el caso en que 
ambos portadores estón presente la situación sería complicada y -
so. fioja como ejercicio al alumno. 
En la práctica para la no di cici del coeficiente de Hall so 
mide el voltaje creado por ol campo transversal, V , y la corricn 
tototal I on lugar de la densidad de corriente. Suponiente una -
muestra en estudio do dimensiones x, y, z 
con lo que (10.30) 
Volvemos a insistir on- ol gran papel que el efecto Hall 
jugado, y aún tiene, en el estudio experimental de semiconducto-
res permitiendo medir movilidades y concentraciones. 
Hoy día son numerosas también las aplicaciones técnicas -
destacando los mediadores de campo magnético por efecto Hall. 
M *F "j «R 
T E M A XI 
CAMPOS Y ONDAS ELECTROMAGNETICAS 
Parte 1®; Campos eléctricos y magnéticos estacionarios. 
11.1- Introcluccl6n.- Vamos a empezar el estudio de nuestros conceptos 
con campos eléctricos y magnéticos estáticos, no van a variar con 
cl tiempo, la situación es menos completa que en el caso - de cargas 
y corrientes que varian con ol tiempo y tiene el peligro de que al 
gunas leyes que aquí se manejen, y que son incompletas, se quiera"" 
extender su validez en todas las situaciones,. Por ejemplo, el uso 
del voltaje definido a lo largo do una trayectoria como sinónimo -
de la diferencia de potencial en los extremos del camino es válido 
para campos estáticos, pero no para campos variables con el tiempo 
cuando una parto significativa del'campo eléctrico la genera el -
campo magnético variable. Es decir, debemos recordar de voz en cuan 
do que en esto, primera parto estamos en estática, y que luego habrá*" 
que añadir las cantidades necesarias generadlas por ol campo electri 
co y magnético variables con el tiempoi 
Empezamos cl estudio de los campos a partir ele algunas le-
yes experimentales que considéranos como fundamentales y válidas, con 
todo, generalidad. Estas leyes representan una generalización ele al 
ganos experimentos y puede suceder que dadas las diferentes condi-
ciones y magnitudes so manejen en formas distintas a la, versión -
original. So trata ele relaciones derivadas que pueden ser mas con-
venientes para el cliesño y el análiáis o paro, ciertos problemas „ 
Da. siguiente etapa, será extender estas leyes desde el.. nun-
do microscópico^ dónele han sido deducidas, a los, sistemas infinito 
simales y asi obtener, eciíacionos diferencias con las cuales pode—-
mos estudiar variaciones, continuas, y discreta,s.. Una voz quo esta ex. 
tensión.ha sido .Tustlfi'ca.da^la ecuación cliíeroncial es' la herra-^" 
mienta más' -valiosa para' el estudio ele los campos". 
11.2— Ley de Gauss.- Recordemos como a partir de la ley experimental de 
Coulomb dedujinos que el flujo dol vector desplazamiento a través 
de una superficie cerrada cualquiera, ero, igual a la cargo, encerra-
da cu En nota,ció.n vectorial. 
D » dS = q (11,1) 
S 
on donde 5 es el vector desplazamiento en cáela punto de la superfi-
cie en cuestión* . 
cD3" es cl vector representativo del elemento de superficie, de mag.nl 
tud la del elemento dS que so considera y ele dirección la de la ñor 
mal hacia fuera a la superficie en eso punto. 
Si la carga en_la región en estudio viene ciada como una, den-
sidad de carga (cul/my) para cada punto de la región, la carga to—-
tal so obtendrá integrando osta densidad en el volumen do la región 
ds = par (11,2) 
La densidad P de cargo, debe integrarse para tocio el volumen V ence-
rrado por la superficie S„ 
11,3- La divergencia de un campo electrostático. 
Hasta ahora hornos obtenido" una ley, la ele Gauss* derivada de una 
experimental (Coulomb) para magnitudes finitas. Vamos a efectuar el 
paso anunciado en la Introducción para sistemas infinitesimales. 
Consideremos un volumen elemental Á Y y calculemos 
D . cEs " _ f dV 
A v Y 
El segundo miembro es P . El primero os ol flujo eléctrico por 
unidad de volumoú que sale a través de un volumen infinitesimal. P^ro 
está magnitud ess por definición, la divergencia de entonces 
div D = 
=f (11.3) 
A través del operador \7 (Que es un verdadero vector) 
V = 
e -D = div ÍD = 
B T f -j 
dy rd z 
'^Lz 
1 .UW.r. 1 . . . --I.-. .-
~d x 3 z 
(11.4) 
La expresión (11.3-;- es importante y la consideraremos como la 
generalización do lo. ley do Gauss a un punto dol espacio. 
Por ultimo hay quo señalar quo la formulación do la ley de 
Gauss on la forma . 
m D „ dS div D dV 
os completamente general para cualquier vector y constituyo el toort 
ma de Gauss„ 
4~ Propiedad conservativa de los campos eléctricos.- Podemos seguida-
mente considerar la energía, del campo' e 1 octrostát'ico. Por ejemplo, si 
la energía depende la situación en un instante dado únicamente o es 
función de cómo so ha. llegado a ose instante. El resultado es que 
la enorgía del campo electrostático depende solo de las magnitudes y 
•posiciones de lo.s car/zas y no de como han llegado a osa situación. 
P-, P 
Sea, un sistema do carga Q , Q , ....... colocadas en los puntos 
1 2 ' 
, ..... Calculemos el trabajo quo hay que desarrollar para tras 
1 2 
ladar una pequeña carga Aq. desde el infinito hasta un punto P-, Tome 
mos este punto como origen de coordenadas y entonces las cargas o ha 
lian en las posiciones R-, R ,*.„„ Admitiendo ol principio do suporpo 
1 sición, el trabajo' desarrollado para 
mover/\ q vonciondo el campo creado 
por Q en Rx 
1 ¿ - N 
F 0 




^q E „ dl= 
a. 
P-, 
ñ q Q1 
4Ti £ r' 
eos © di = 
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Oq. Q1 * ! ^ 'Al Q-j 
4'ti Ir 2 4-TjSli" 
1 
Análogamente para las demás cargas 
u Q'] ' b (11 
4*1 SR- 4ti c it 
1 2 
Esta ecuación, nuestra quo ol trabajo realizado os solo función de 
las posiciones finales y no dol canino seguido. Esta- conclusión nos-
lleva a otra? si la carga describo un canino cerrado, no so efectúa 
trabajo 
E . di = 0 (11.6) 
Potencial electrostático.— Para resolver las ecuaciones diferen-
ciales de los canpos• conviene muy froeuentónente introducir; cono he-
rramienta matemática, las denominadas funciones potenciales, que puo 
den sor de gran utilidad para hallar la solución y que no necesitar, 
aparecer en el resultado final. 
La función potencial on electrostática os una magnitud escalar 
definida tal que lo, diferencia de los valores do lo. función en dos -
puntos P y Q es 
£• - (D = - [ E • ai (11.7) 
I p ~Q ! 
Su significado físico os ol del trabajo realizado sobro la unidad de 
carga para desplazarla do Q a P. 
Si ol potencial on el infinito so tona cono coro, es eviden-
te que el potencial on un punto P debido a un sistema de cargas serás 
T Q, Qo 
0 = x £ x ........ (11.8) 
1 4 TI e R- 4 711 R 
1 2 
Generalizando para el caso de uno. distribución continua de cargas 
/ p dV " 
(11.9) 
A i 4 H b 
Cono vemos la primera ventaja del uso del potencial es quo so 
obtiene por suma algebraica, no hay quo utilizar adiciones vectoria-
les como pasaría al tratar con campos eléctricos directamente. Toamos 
como los campos pu don obtenerse del potencial. 
Para dos puntos separados di la diferencia de potencial es 
d<Z>=. - É . di = - (E dx 4- E dy -5- E dz) 
' x y z 
y teniendo on cuenta quo , , 
aé= M . ta * dy + - % t a z I 'd x Oz 
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Condiciones do contorno orí u n dieléctrico.-
Cono quedó descrito en 8.6 las condicones son 
D = D 
^2 
11 -¡ xir 
E ._ (11=12) 
T 1 - E 
T 2 
También so conpron.dc quo ol potencial electrostático os -
contíno a través de la sop.aro.cion 
0 = 0 
1 2 
H a y quo sofíalar cono las líneas do intensidad do campo canbiarán do 
dirección al cruzar la superficie do separación entre dos dioléctri 
eos de distinta pernitividad,. 
11.8- Ecuacionos de Polsson y Laplace»-
Seguinos con nuestro intento de encontrar expresiones dife-
renciales para los canpcs. Ya líenos encontrado una para D Si qui~. 
siccenos trabajar - con potenciales, pensoíaos en una región de constan 
te dieléctrica £ , constante, y con densidad cúbica do carga j 0 . En-"" 
toncos 
D = p = W » ( ^ E)' (i 
f 
j- V = j 
/ 
luego 
div (grad 0) = -
£ 
E n coordenadas rectangularos esta laplaciana de u n escalar os 
2 2 2 _ 
J L ? x « - v 0 - - l (11 "3) 
2 ' 2 ' 2 p 
'~o-j ^ z ^ 
ecuación denominada do Poisson. 
Para el caso especial en quo no h a y cargas se tiene 
2 
< 7 0 = 0 (11.14) 
concoida cono ecuación do Laplace. 
Cono so ve son relaciones para el potencial electrostático 
quo so deben verificar en cada configuración. Hace falta conocer -
las condicions de contorno on e^da caso para obtener la solución pa 
ra 0 en cada problema. 
11.9- Energía de u n sistema electrostático. 
E n 8.7 so c leuló la densidad de enérgica almacenada en el can 
P£ eléctrico existente entro las placas do u n condensador sencillo, 
D . E 
4 Yoronos cono tal expresión os general para cualquier dis~ 
2 
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tribucion ele cargas. 
Para llevar una carga a 1 desde el infinito hasta un punto si-
tu-ido a la distancia r de la carga el trabaje realizado era 
1 Q ! 
E 4 T¡ ¿ r 
Para un sistena de cargas 
q. i 
1 _ _ n n~. 
U = —_ > ¿ (11,15) 
1í¡ 2 n n 4Tl£'r 
nn 
1 
E l factor aparece ya que para cada n y n se efectúa la suma para 
2 
todas las partículas y de esta manera cada, contribución de energía -
aparece dos veces. 
(11c 15) nos indica eme cuando q f q 5 r = 0 la energía pc-
n n nn 
ra llevar una carga finita a un punto es infinita. Realmente noso— 
tros trabajáronos siempre con distribuciones espaciales. 
Teniendo en cuenta que el potencial creado por todas las car-
gas en el punto ocupado por la carga n-osina es 
q. 
n 
n n 4t]£r 
nn 
Con lo que (11.15) puede escribirse 
1 v-U = ___ 0 q_ (11.16) 
E 2 n n m 
Y extendiendo para u n sistema continuo do densiad de carga 
1 1 
U = f<?0 dY = / ( V . 5 ) 0 dY = 
E 2 ) ' 2 / 
V Y 
= - - - / \ 7 . (0 D) dY - f TJ . (S70) dV 
2 J ' 2j 
7 Y Y 
La primora integral so puede transformar en integral de superficie 
poro si "^ a de contener tdos los campos? esto, superficie hay que to-
marlo, como infinita. Como decrece según 1/r ? D según 1/r y la -
superficie aumenta sogún r s 
< 7 . (0 D) dY = £ 0 35'. cLS = 0 
Y v /Seo 
y 
Quedando 
1' - _ 1 _ _ 
U = ( D „ (K70) dY f 33. E dY 
z ' v 2 a 
gia 
Quo indica que* cada elemento do • volumen. dY contieno una enor-
1-
dU — 5 r, E dY 
E 
(11.17) 
'•O- El ro1;.acional do un campo electrostático.-- Recordonos quo el con-
cepto do divergencia lo desarróllanos partiendo del flujo de u n vo_e 
tor a travos de una suporficio.corrada finita. Según el mismo espí-
ritu, poderíos considerar la circulación do u n vector a lo largo do 
una curva cerrada„ Tal expresión la oncontranos yo, en mecánica al -
estudiar el trabajo realizado por una. fuerza 
$ P o d X 
' Supónganos quo al igual que en la div se empequeñecía el ve-
lumen, vamos considerando curvas cada voz más pequeñas que son reco-
rridas por u n vector y a las quo cada vez corresponde menor área, -
También, al igual quo para la divergencia consideramos el limito col 
flujo al volumens aquí podíamos cosndiorar el límite do la circula-
ción en ol bucle al área del bucle. Sin embargo ahora las cosas son 
diferentes pues el área dS bordeada por el bucle os realmente u n voc 
tor como sabemos. No podemos tonar el cociente de un escalar a u n -
•vector. En realidad -dado u n punto P los entornos cerrados que este 
punto admito so pueden orientar como deseemos. Elegida una oriento-
ción, normal a oso entorno, podones calcular 
lin 
d S ^ O 
(11.18) 
en donde ol signo vio.no indicado por la regla del sacacorchos „ El -
resulto,do que obtengamos os ta relacionado' con ol punto P y con la -
dirección escogida, ^ara osto mismo punto, podemos pues tomar tres I 
¿direcciones independiente T , "J? k y obtener tres números diferentes o 
- o,rece • lógicompensar en estos tros números como componentes do u n -
vector, que llamamos rot , Es decir 
rot P lin 
í ~~~ 
i 
p , H : 
i A s 
A S ^ O i 
So puede demostrar que 
i T t: E 





Es decir ol rotacional do u n campo vectorial es una función ' 
vectorial cuya, componoirie on u n punto, y en una dirección particular, 
so encuentra orientado un'área infinitesimal on este punto normal a 
la dirección especificada, y oncontrando la circulación por unidad 
c.o área„ 
E l quo en u n punto do u n campo vectorial ol rot sea distin-
to do cero indica n o la circulación a lo largo de u n entorno do eso 
punto no os nula, luto.' '.omento os una tendencia del campo a la ro-
tación, al torbellino, sup rpuosto, quizás, a u n flujo on una deter-
minada dirección,, Do todas maneras no dobo asociarse esto nombro con 
m «« 
la curvatura clel canpo ya que. u n canpo con lincas f o r m a d o circuios 
cerrados puodo tener rot nulo on casi todos sus puntos, por ejemplo 
A l aplicar esto concepto a un ¿-ampo electrostático E el resultado -
os sencillos el rotacional do un campo electrostático E os siempre 
nulo. El resultado se deduce del hecho do que lo. circulación dol 
campo electrostático a lo largo do u n canino cerrado es siempre nu-
lo 
rot E = \7 E 0 (en cualquier punto) 
(11,20) 
En términos finitos, si la circulación a lo largo do cualquier cur-
va cerrado, es nula, el flujo del rotacional do oso vector a través 
de una superficie quo se apoye on esa curva cebe sor nulo (teorema 
de Sbokosj* 
De otra manera f si el canpo olectrostático es conservativo, 
admito una función potencial 0 do la cual se puede deducir cono su 
gradiente. Matemáticamente se ve quo el rotacional del gradiente -
do una función potencial os sienpro nulo. Do (11,20) podemos dodu -
cir quo una condición suficiente para que u n canpo sea conservativo 
es quo su rotacional "soa nulo on cualquier punto,, 
E l rotacional de u n vector y órenos quo es una excelente h e -
rramienta ..en el tratamiento de campos eléctricos y magnéticos cuyo 
rot no soa nulo. 
Podones concluir diciendo que henos introducido dos tij \s de 
dor¿yacías de un canpo vectorial. E n uno, 1.a divergencia, aparece la 
variación de las componentes del vector on su propia dirección, -
^ F x / ^ x , etc. En el segundo, el rot acional, aparecen algo asi co-
no "unas derivadas laterales" en quo se estudiadla variación de 3P 
cuando nos desplazamos en las direcciones y 5 zc. 
de canpo magnético 
Nuostra idea do canpo eléctrico nació do la fue riza que expe-
rimenta una carga colocada on las proximidades do otras cargas. Se -
ha determinado, también oxporinontalnnnto, que una carga en novi- -
miento sufro uno, fuerzo, cuando pasa por una. región en que existen -
corrientes de otras cargas on movimiento. Para describir estas fuer 
zas entre corriente decimos que en osa región existe u n campo nagnS 
tico,. 
La fuerza que aparece entro dos clon .utos do corriente depon 
de de la magnitud de'las corrientes, del medio y do la distancia on 
tr.' anbas corrientes, de una nanera similar a la fuerza entro c a r -
gas. Sin embargo, lo. corriente es u n vector y hay que definir ñas -
cuidadosamente eso canpo magnético.•Definimos el voctor B ? induc- -
ción o densidad de flujo magnéticos, tal que la fuerza que ejerce -
sobro u n elemento do corriente do longitud cül y corriente I es 
dP = I al x E (11.21) 
quo equivoco a que la fuerza ejercida sobro una partícula q quo se 
nuevo con velocidad v 'es. 
3f = q v x B 




s i e n d o ^ la p o m e a b i l i d a a del nedio. 
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-2 -1 
En ol sistema -MUS B so mido on weber m y H en A , m « E l valor 
de la permeabilidad dol vacío os -
-7 -1 
AJL = ^"Tjx 10 H . m 
o 
E l valor^/^de la permeabilidad do cualquier nodio so suelo poner -
en la forma 
siendO/A * la permeabilidad relativo, del medio. 
11.12- Ley de Anp5re.— La loy de Anp&re, deducida, oxpcrinentalmonte a -
partir de una serie de experimentos rniy ingeniosos, nos dioeo cono 
calcular ol campo magnético croado por un sistema-de corrientes con 
tinuas. En realidad existen varias formulaciones,aunque equivalen-
tes naturalmente, siendo su aplicación mas conveniente para ciertos 
problemas. La circulación de u n canpo nagnótico estático a lo largo 
de u n canino cerrado es igual a la' corriente rodos: )or 
t o n a , 
H . 3 T = I (11.22) 
La formulación anterior es cónoda paro, trayectorias con cier-
tas simetrías. En general puede sor nás útil calcular la contribu-
ción al campo nagnótico debida a cada clon nto de corriente.y luego 
integrar tales contribuciones. Tal os la loy do Biot-Savart. 
En lo, figura la corriente I ! circula por el'alambre cerrado. 
U n elemento de corriente lo constituye un trano di'-del conductor'-
por ol que pasa la corriente I 1 . E l canpo dH croado en el punto P , 
/ " ^ v disto,nte r do eso elemento, 
I 1 c¡T8 x 
•r 
tal en P líabr 
es dH = 
4T| r 
2 " 
donde a os ol vector unitario toma-
r 
do desde el clon nto hacia el punto 
P . 
P.ara obtener el canpo magnético to-




11.13- E l rotacional de u n canpo magnético,. 
Dado un ciorto canino cerrado, ol teorema de Stokes nos dice 
que la circulación'del campo magnético a lo largo de ól es igual al 
•flujo del rot del campo a través de una superficie que se apoye en 
dicho contorno. 
H di - í rot H 
Teniendo en cuenta^ que la corriente I total encerrada por ol con— 
torno se puodo poner on la forma 
T . cTS" = I 
J S 
_ m w m __ í» • 
siendo i el vector densidad de corriente (A. n ) de donde 
rot H = y x H = i (11.24) 
Esta relación es la rúas general entro un canpo nagnó'tico estático 
y las corriente que lo generan. Sin embargo la ecuación (11.24) sola 
no determina H Tínicamente para i dada. Pensemos quo el rotacional 
de u n vector quo es el gradiente de u n potencial os siempre nulo. 
C leulemos ahora la divergencia, del voctor inducción nagnéti 
ca. De una manera intuitiva so comprendo quo el canpo nagnétido no 
tiene manantiales ni sumideros, todas sus líneas de canpo son cerra-
das. El flujo unitario para u n pequeño volumen, cono indica ( )7 
sea nulo 
div B = B = 0 (11.25) 
Ahora (11.24) J (11.25) determinan unívocamente el canpo magnético 
para una distribución de corriente dada salvo el -craso de sumar u n 
campo constante y uniforme en todo el espacio. 
1124— El vector potencia,! nagnético.-
Honos encontrado quo el potencial os calar 0 (x y z) nos daba 
un medio sencillo paro/' calcular el campo eléctrico 
E = 
__ U n intento análogo no so puedo realizar con B . El rotacional 
de B no tiene que sor coro y B no puede sor, on general, el gracien 
te de un potencial escalar. Concones, sin embargo, otro medio para"" 
construir u n voctor% cono rot do otro vector. Ü3 podría representar-
se, no cono el gradiente do u n escalar, sino cono el rot do otra -
función vectorial 
B = 7 x I = rot A (11.26) 
Por una relativa analogía, llamamos a A el voctor potencial -
magnético. Una de las ventajas do nuestra definición es que (11.2!5) 
so verifica automáticamente yo, que^y7. \ 7 x E == 0 para cualquier E„ 
0 inversamente, el hecho de que'div B = 0 nos presenta, la opor 
tunidad de tonar B como el rot de otro voctor. E l voctor potencial ~~ 
magnético no tiene u n significado físico sencillo, como lo tiene el 
electrostático, mas allá de lo quo indican sus ecuaciones de defini-
ción. 
Nuestro, tarea os ahora caleuleir A cuando conocemos una distri-
bución do corriente i . Do (11.26) podremos luogo obtener Bi. 
La ecuación diferencia,! para la intensidad de canpo magnético 
en función de la densidad de corriente os 
H = x 
y tomando a B como el rot del potencial voctor A 
xT" x A =^/A x 
ecuación diferencial que relaciona A con lo. densidad de corriente. 
En coordenadas cartesianas se puedo comprobar quo 
2 __ 
A = - y A A ) 
2__ 
siendo A la laplaciana do u n vector definida en coordenadas carte-
sianas, cono el voctor suma de las laplacio,no,s do sus tres componen-
tes escalaros 2 2 2 . _ 2 
" = V A x 4 - y A j X C 7 A k 
y V z 
Cono on le, definición A opaxoco su rot, su div poderíos tonar-
la a voluntad. Si requerimos que 
div A = 0 
o en otras palabras, de entre todas las funciones vectoriales que ve 
rifican que rot A = ±5 considéranos sólo aquellas quo tienen divergen 
cia 1 nula. 
E n oste caso obtenemos 
__ 2 
Y A = - A i (11o 27) 
Ecuación vectorial para el potencial vector equivalente a la 
ecuación do Poisson para electrostática. E n realidad son tres ecuaoio 
nes escalares quo tienen exactamente la forma de la de Poisson. Ejem-
plo 2 
+ _ Í i L _ * JÉ*»- = - m 
2 2 _ 2 y x 
^ y ^ z 
2 2 2 
^ 0 ^ 0 ? 
_______ JL X _________ „ _____ 
^ s 2 ? ) z 2 ^ 
Recordemos quo la 'solución de la ecuación de Poisson era do la 
forma 
r yo Z 2 ) dYp dY 0 ( Z y Z " ) = J — - Í L - Í L-- = ^ 
1 1 1 4Tl£ r 4 n £ r 
J Y 12 J Y 
la solución paro, A debo sor 
x 
mí (x y z ) d Y 
A (x y z ) _[ y x 2 2 2 2 
1 1 1 
'Y 4TI r 
y combinando las tros componentes 
_ y U l dV 
Y 4-Tt r 
12 
(11.28) 
en donde r es la distancia del elemento do corrienterque tenemos en 
cuenta en la integración al punto on que capiculamos A . 
So puode conprobo.r quo div A = O 
1115- Condiciones de contorno para Ü3 y 5.-
E n 8. 12 yo, indicamos las condiciones de contorno para regio-
nes sin corrientes 
H = H 
B = B 
n 1 n p 
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Para el cacle en quo existan corriente estudiáronos el proficua 
con ñas generalidad posteriormente, aunque ya podones dar algunos re-
sultados . 
por 1 
Supónganos uno lámina indefini 
que circula uno, corriente 
on la dirección x . E l espesor de 
la lámina no es muy importante, 
localizado, en* el plano xz y 
fcp^ 3¿ c 4 ) 
poro supongamos quo es d o i 1c 
densidad do corriente es i(A/n2) 
coda notro tonado en la, diroc- -
ción z contiene una, corriente i d 
(A.n~"0o Llamar enes a esto, magnitud 
J densidad de corrionte por uni-
dad de longitud y os lo, que ínter 
viene On la modificación do B , E T 'rJL 
campo magnético total, debido o. la corrionte y a otra fuente externa, 
tiene la dirección z. Llamónos B (4-) al canpo justo enfronto do la -
lánina y B ( - ) el canpo inmediatamente detrás. Consideremos la circu 
z ~ 
lación de B a lo largo del rectángulo dibujado» La circulación total 
~ U ) (-) 
es 1 B B 
z 
y lo, corriente abrazada os 1 J Amperios 
B - B 
z 
J (11.29) 
Cono vemos la lámina de corriente produce u n cambio on la com-
ponente tangencial do B , componente perpendicular a J . Esto, disconti-
nuidad nos recuerdo, la producida, on E por uno, lámina conductora, con 
n 
cierta cargo, suporficio.l, 
Posteriormente estudiáronos las condiciones do contorno para -
campos vo.ria.blcs y se forrmlarán con n :,s gonoralidad los resultados -
anteriores. 
/ 
Sogunda, partos Campos variables con el - tiempo. 
H® 16— Introclucci6n.- Hasta ah.- ra hornos deducido u n grupo de ecuaciones 
capa, ees do describir los campos debidos a ce.rgas y corrientes estáti-
cas. Varias veces se soño.ló la.s distintas formas en quo pueden expre-
sarse lo.s leyes fundamentales y que la elección dependía del problema 
a resolver. 
E l objetivo para estos campos variables con el tiempo os aná-
logo. Parte do la teoría será simplemente uno. extensión do lo. estáti-
ca, pero las consientes y cargas variables producen efectos adiciona-
les que coiaplican lo,s elución do los problemo.s. 
1117- Ley do Ectraday.- Earaday encontró exporinentalnento que cuando el -
flujo magnético que pasaba a través do u n circuito cerrado variaba, se 
inducía u n voltaje on esto circuito proporcional a la velocidad de va-
riación do ese flujo. 





donde V os el voltaje inducido en el circuito y j os ol flujo que lo 
atravesaba. Sabemos quo esta ecuación sirvo para el caso de una espi-
ra guo se desplaza en u n cano; n: uniformo o cua,ndo os el campo el que 
vario, alternativamente con el tiempo y la espira permanece en reposo, 
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Una gcncralizaciín importante es la aparición ele una fuerza 
electromotriz on cualquier canino corro,el:- del o s e a d o . Dalo que la -
rosistoncia clol canino no ontra en lo, ley (11.30) , parece lógico ex-
tenderla al caso de u n circuito con resistencia infinita. 
Si definimos la fuerza oloctronotriz sogtln u n canino cerrado, 
bien on ol espacio, on dieléctricos, en conductores o en cualquier -
combinación do ostos, como la circulación dol canpo eléctrico a lo '-
largo de eso canino 
fon = (^>E . d i (11.31) 
esta fon es igual, según Faraday, a la velocidad do variación del 
flujo nagnótico a través do oso circuito 
( 1 1 . 3 2 ) 
siendo S una superficie cualquiera quo so apoya on la trayectoria es-
pecificada. 
Aplicando ol tooroha de Stokos 
(j) E . di = í C\7x E) . dS = - í 5 „ cCST 
Js 0 ± J S 
Y obtenemos la forma diferencial de la loy do Earaday 
V x E = (11.33) 
O t 
Cono la circulación dol campo eléctrico a lo largo do u n camino 
cebrado no tiene por que' sor nulo para campos variables con ol tiem-
po, tendremos quo realizar un trabajo cuando dosplazonos una cargo, so 
giín esc circuito corra.clo. 
11.18- Continuidad do carga.-
,Dado u n cierto volunon que contieno una densidad de cargu. 
(cul/n ) lo, variación do 3a co,rgo, contenida ostá relacionada con la 
corriente que entra o salo ele dicho volumen. Adnitiondo la no genera-
ción ni desaparición do carga dentro do oso volumen, cualquier flujo 
de carga equivale a uno, corrionte. 
Tomemos u n volumon/^Y. La carga encerrada sera dY. La varia-
ción ele carga al cabo ele u n tiempo clt será 
dY clt 
N 
y si i os la densidad de corriente quo fluyo de oso volumen la carga 
transportado, ha, sido 
c)cj = clt i . dS 
Teniendo on cuenta quo un flujo saliente equivale a uno, dismi-
nuición do cargo, contenida y tomando u n volumen cada voz mas pequeño 
llegamos a 
div i V 1 = 
* iMs m 
(11.34) 
llanada ecuación do continuidad. do carga 
Esta ocuación os válido, para corrientes cs~b¿jionarias ,y co 
rriontos variables "con ol tiempo. 
19- El concepto do corrionto do desplazamiento »--•Suponíanos una dis 
tribucion do carga variable con ol tionpo, ^ i , y, t). De (11.34) 
deducinos que V . i ^ 0 . P 0 r otra parto, en (11.24) encontrarlos pa 
ra campos estacionarios quo "" 
H = T 
Supongaaios quo esta expresión, deducida en estática, fuese -
válida para canpos variables con el tionpo. De ambas se deduce 
. i = V . ( V x H ) 0 11.35) 
ya que la divergencia do cualquier rotacional os nula. 
Comparando (11.34) y (11.35) lléganos a una contradicción pa-
ra aquellos sistemas en que lo, carga varío con el tiempo» Debonos do 
ducir que (11.24) está incompleto, paro, ol caso de campos función del 
tiempo.. 
Concluimos que lo, ocuación (11.24) dobo sustituirse por otra 
relación paro, la situación do cargas variables con ol tionpo 
rot H = T í l 2 
Veamos como Maxwell postuló esto, incógnito,. Si esperamos una - cierta 
simetría las rolacicnos entre campos eléctricos y magnéticos, la loy 
do Faraday nos dice quo u n campo magnótico variable genero, un campo 
eléctrico y parece lógico esperar qu~ u n campo eléctrico variable ge 
ñero un campo nagnótico. Maxwell postuló la necesidad de sumar el -
t , ** ' 
tormino : 
Ahora se satisface la ecuación do continuidad 
V ( V . 'r< ) = 
(11.36) 
C)t 
El termino — debo tenor las mismas dimensiones quo i , 
-2' ^ t 
y como procodo del vector dosplazanionto, ha sido llamada m 
corriente de desplazamiento• Es decir 
rot H = i 4- i 
c d 
11.37) 
donde - 2 
densidad do corriente do conducción en A . m 
i = densidad do corriente do desplazamiento en A . m 
d 
La corrionto de desplazamiento desapo.roco on electrostática 
y no os do gran importancia on los problemas usuales de baga frecuon 
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c i r sr± que os mucho rio ñor quo lo. corriente ele conducción en los nó-
tales, Esto conceoto es fundai ontal en los fenononos de ondas olee— 
tronagnéticas, resonancia y radiación. 
Cono ejemplo elásie 
do a u n condensador. Segán la 
ley de Anporo, la. circulación do 
H a lo largo de abed debe sor -
igual a la corriente quo atravie 
considero x s u n ¿onorador 
s e cualqui or 
apoye en esto 
nos una superficie 
viese el conductor 
es el esperado. Si 
una suidorfició S 





soicecio nan o s 









la corriente de condu 
sta superficie y el resultad 
resultados distintos para una nisna s 
corriente de desplazamiento la que apareo 
que mantiene la continuidad do corrionte 
sador, dando el mismo resultado on los d 
eción, no habría corriente 
o sería nulo. Obtendríamos 
ituación. Es justamente la 
o entro las placas y os la 




Y sen wt 
o 
para el caso do u n condensador do placas paralelas do -
distancia intereloctródica d, área A y tensión aplicadc 
dV 
c dt 







I = A i 
d d 
= A — 7 - = A 
^ t d 
eos wt 
= w C Y eos wt 
o 
E l valor do la corriente de desplazamiento entre las placas os 
exactamente del mismo yalor que la corrionte de conducción quo carga 
y descarga las placas. 
11-20- Las ecuaciones de Maxwell.- Después do estudiar los trabajos expe 
rimontales do Faraday, Janos Clert Maswell formuló matemáticamente 
las relaciones eléctricas y -magnéticas y postulé la corriente de des-
plazamiento. Su trabajo on 1863 culminó on la formulación de u n grupo 
de ecuaciones que, tradicionalmonto, so han venido llamando las ecua-
ciones do Maxwell 
"V 7 • D = P 
. B = o 
9 B 
K ? x H = i 4> 
^ f 
V ^ E = -
^ t 
(11.38) 
Todí las ideas_y cálculos que homos_oxpuost; en este toma, 
estas f ó m u -lias ta ahora, no doben considerarse como la deducción do 
las, ya que esto.s no se pueden derivar do otras leyes ma,s generales, 
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Constituyan, u n conjunto do ocuacionos diforoncialos ruó relacionan -
las variacicnos ospacialos y temporales docargas y campos• 
la primera os equivalente a la ley do Coulomb y os la Gauss 
generalizada. la segando, ecuación expresa lo, no existencia de manan-
tiales de canpo nagnóteo excepto las corrientes. La torcera expresa 
la relación entro campo magnético, corriente de conducción y co- -
rrionte do dosplazanionto, y es la generalización de la loy de Anporo, 
La cuarta os la loy do Faraday. 
Bodonos oscribir las ecuaciones do Maxwoll para situaciones 
finitas o on gran escala, de manera que sean aplicables a todo, clade 
do regiones y circuitos on ol espacio. 
6 a 
J S 
dS = dV q. 
dS = 0 (11.39) 
E . di J L 5 . dS 
II . di 
^ S 
i . cÍ3 4- 15. clio 
Las dos primeras so deducen de las dos primeras de (11,38) por 
integración a u n determinado volumen y aplicando ol teorema do — 
Gauss. Lo, prinora os la loy de Gauss que ya conocemos de estática. ~ 
Ahora que interviene el tiempo, .podones decir que, en cada instante, 
el flujo eléctrico quo atraviesa una superficie cerrado, os igual a -
la carga encerrada por dicha superficie on ose instante. I>a segunda 
ocuación indica quo ol flujo ma.gnótico total quo atraviesa una super 
ficie corrc m cada instante, os nulo, 
La tercera ecuación es la ley do faraday, indicando quo la cir 
culación dol campo eléctrico a lo largo do u n camino cerrado (fuer-
za electromotriz) os igual a monos la variación del flujo nagnótico 
quo atraviesa esta trayectoria. 
Y la cuarta ocuación es lo, ley do Anporo generalizado,, inclu-
ye lo, corriente do desplazamiento do Maxwoll. Indico, quo la circula-
ción dol campo magnético a lo largo do u n circuito cerrado (fuerza -
magno tomotriz) os igual o, la corriente noto,, conducción y desplaza— 
miento quo atravieso, eso circuito. 
21- Condicionos do contorno para campos variables con ol tiempo.- Es-
tamos ahora interesados on las condiciones do contorno y continuidad 
que debemos aplicar a lo,s soluciones de las ocuacionos de Maxwell. -
Estas condiciones las podemos deducir do las propias ocuacionos do -
Maxwell.. 
Representemos la separación entro ios modi< nodio 1 y nodio 
2, en que indicamos.las conduetividados y las permitividades y pernea 
biliclades relativas. 
Apliquemos la primora ecuación do (11.39)., ley de Gauss, al vo 
lumen elemento,! do la figuras 
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^ £ .A i 
(D D ) d£ 
n 1 n r 
0 dS 
1 S 
siendoP 1- densidad do carga su-
/ S • ... 
pc-rficial on 1.a suporficio do sopa-
ración, Si no hay cargas almacenadas 
•é-r-
. M ~r> D = D 
n. n r 
ó e E 




JJ;S aocir para u n contorno libre do cargas las conponentes ñor 
nales del despla,zaniento son continuas | si hay cargas, son discon-
tinuas justo on lo, densidad do carga superficial. Cono venes, dada 
lo, validez fornal de la ley do Gauss paro, estático, y para situaci£ 
nos variables con el tionpo, los resultados tienen idéntico, forna 
a los do electroostática. 
Apliquenos al nisiao volunon la segundo, ecuación do (11.39). 
/" „ •  „ 
B . dB (B 
n 1 





n 1 n„ 
ó A." H 
/ ^ ^ 
H 
2 n 2 
que indica, la continuidad do las componentes nornales do la densi-
dad de flujo nagnótico. 
Reemplacemos el volunon por la trayectoria, rectangular indi 
cada en la segunda figura. Apliquenos la ley do Earaxlay 
E , di = 
- C> C 
J 
5 . dS 
J 
haciendo w n u y pequeño 
_ _ 7> B 




donde t _GS un vector unitario ta,ngencial__a la superficie do sepa-
ración, n es el voctor unitario normal y p os u n torcer voctor uni 
tario normal a t y ñ . Entonces p , n y t fornan u n sistema 
Tü = p x H 
Si hacemos w nuy pequeño dS. irá tendiendo a coro y podemos escri-
bir 
E - E = 0 (11.42) 
1 2 
Resultando válido también en electrostática. 
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Apliquemos ah' ra la cuarta ecuación de Maxwell, la de Anpe-
re generalizada __ 
Í'Tj d 
(S) H . CÍT p dS 4- . p dS 
Si, igual quo antes, dS va tendiendo a cero cuando w se hace muy 
pequeño 
H = H 
t 1 t 
11.44) 
2 
Sin onbargo vorenos 'quo osto resultado requiero una nodifi-
cación para ol caso do conductores perfectos. 
11,22»- Condiciones do contorno para un conductor perfecto,- Para u n con 
ductor cua. 
i = (T~E 
Por definición, u n conductor perfecto 
nita. 
ideal que tiene interés cuando tro.tar.ios CÍ 
Cono la corrionto que circule por u n cono 
finita, os necesario que ol 
ponente tangencia,! 
docir, la condicic 
ductor poffecto os lo. anulación de 1e 
canpo eléctrico on su superficie. 
el de * conductividad infi-
En realidad ningún conductor os perfecto, poro os u n eo,so -
on nuy buenos conductores, 
tor perfecto ña do sor 
eléctrico on el interior y su con 
nductor sean nulos. Es -"**" 
e contorno básica para el caso ideal do u n con 
ponente tangencial del 




= O ( on la superficie del con-
ductor) (11.45) 
En u n conductor perfecto la corrionto finita que circula por 
él circula por su suporficio, por una capa do espesor nulo, dando 
lugar a una densidad de corriente infinita, Podonos•hablar de una 
corriente por unidad do anchura (A . n"*"'). Entonces, por u n área 
tendiendo a coro puede circular una corriente finita ya quo la don 
sidad superficial do corriente os infinita. La condición do contor 
no paro, ol canpo nagnótico quedo, modificada. En ol interior del -
conductor no hay corrientes de conducción ni do desplazamiento. La 
loy do Anporo da H = H = O al aplicar a cualquier circuito in-
terior. A l aplicar esta loy al rectángulo do lo, figura 
di .7, 
1 H 




\ \ \ ' J¿ ifymj 
que en notación vectorial^ __ ___ 
~J = n x h 
Hemos supuesto u n conductor perfecto soraiindefinido„ Si se tratase 
de una lámina únicamente -• _ 
H . - H = J (11.47) J = n x (H- - H ) 
t 1 t. 1 2 
También en este co,s so sigue verificando la igualdad entro lo, den 
sidad de cargo, superficial y D . 
n 
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En general, concluirlos, so pudo demostrar quo todos los -
conpos-olcctronagnóticos, on el caso do variación alterna con el 
tionpo, son nulos dentro do un condcutor perfecto. En notación -
vectorial y siendo n el vector unitario n o m a l en la superficie 
,n X E = 0 
n • I = 0
 ¡ 
n e 5 = 
r° 
n X S = j 
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1.- Dinámica de uno, partícula. Leyes de Newton. Trabajo. Energía. 
Potencial,» Fuerzas conservativas y no conservativas. Conservación 
de la energía,. Momento angular. Principios de conservación ele la" 
o orgía, ele la cantidad do movimiento y del momento angular, 2.— 
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Continuación clol prograna do Física, 
Efecto Doppler.- Refloxorrde ondas progosivas,- Ondas -
estacionarias y sus características diferenciales con los progre-
sivos vientres y ñoclos» 
Electrostática,-- Conparación do lo.s fuerzas eléctricas 
con las gravi t a cí o ' n a l e s l a s dos nodalidados de nasas eléctricas 
y sus características; a) granulado, o countificacla. "b) Conserva-— 
ción de la nasa eléctrica, Fuerza entro cargas móviles 5 canpo o-— 
lectrico y nagnótico y principio de superposición- Representación 
gráfica de los B Í S E L O S J ventajas o inconvenientes ele esto, represen 
te,ción - Canp os os calares. - Representación ordinaria z ? 0 (x y) 
en el caso de dos variables y sus correspondiente en el plano -
(x y) nocliante líneas do nivel - Derivada en uno, dirección, el 
gradiente ceno opero,dor y su expresión vectorial; sus propiedades 
y relación entro_exíbos = Expresión del incremento en una di roe 
ción cualquiera r 0 Líneas do pendiente n á x , o líneas ¿Lo fuerza = 
Generalización para-tres variables - Operaciones con ol operador 
& la divergencia,, el rotacional y la lo.placiana. Expresión del 
0 a lo largo de uno. línea cualquiera entre dos línoo.s do nivel 
ele u n canpo escalo,r; sus propiedades. 
Campos vectoriales, su representación - Definición de ~ 
flujo saliente de u n canpo vectorie,! o. través de una superficie y 
su expresión - Flujo saliente de ele u n cubo elemental; teorena de 
Gauss y ecuación de continuidad - Circulo.ción de u n canpo vocto— 
rial y"su expresión integral = Circulación on u n rootángulcr alo"--
m e n t a l t o o r o n a de Stockes - Clasificación ele los canpos s canpos 
irrotacicnales y solonoidalos, sus caracterí S Í jX CCLS % potencial es-
calar y potencial vector - Lo.s ecuaciones ele electrostática y nag 
netostática do Max';"ell Ley de Coulonb y superposición - Canpo 
eléctrico do una o varias' cargas, con distribución continua o dis 
continua 
Potencial electrostático; su relación con el trabajo y en 
energía potoheial del canpo- Flujo del canpo electrostático y t0(0 
rena de Gauss, Las dos ecuaciones fundamentales del carapo electros 
tático? caso de no ser las fuerzas eléctricas del tipo ele Coulonb s 
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